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Bezeichnungen und Abkiurzungen. 


Wir haben versucht, in Bezeichnungen und Abkiirzungen méglichst konse- 
quent vorzugehen und wenigstens innerhalb eines Paragraphen gleichbedeutende 
Gré8en mit denselben Buchstaben zu belegen.. Einige Bezeichnungen sind durch 
besondere Erklarungen auf die Dauer von ein bis zwei Paragraphen festgelegt. 
Hiervon abgesehen wird die Bedeutung jedes Buchstaben in jeder Aufgabe neu 
erklart, sofern nicht auf eine vorige Aufgabe verwiesen ist. SchlieBt sich eine 
Aufgabe der unmittelbar vorangehenden an, so wird sie mit dem Vermerk 
,,Fortsetzung“ eingeleitet. SchlieBt sie sich einer fritheren an, so wird diese ihrer 
Nummer nach zitiert, z. B. ,,Fortsetzung von 286‘. In diesen beiden Fallen wird 
die Bezeichnung nicht neu erklart. 5 

Abschnitte werden mit rémischen, Kapitel (soweit notwendig) mit arabischen 
Nummern bezeichnet. Die Numerierung der einzelnen Aufgaben erfolgt in jedem 
Abschnitt von neuem. Die Aufgabennummern sind fett gedruckt. Innerhalb 
eines Abschnittes zitieren wir bloB die Aufgabennummer, in anderen Abschnitten 
jedoch auch die betreffenden Abschnittsnummer. Z. B. hei8t es II 123, wenn 
wir nicht im IJ. Abschnitt (im Aufgaben- oder Lésungsteil) sind, jedoch bloB 123 
im ganzen II. Abschnitt. 

Bemerkungen in eckigen Klammern [] bedeuten in der Aufgabe stets Ee 
zeig, in der Lésung Zitate (insbesondere am Anfang der Lésung), oder Hinweise 
auf andere Aufgaben, die bei den einzelnen Schliissen der Lésung benétigt werden. 
Bemerkungen sonstiger Art sind in gewohnliche Klammern gesetzt. Das Zitieren 
_ einer Aufgabennummer bezieht sich im Prinzip sowohl auf die eigentliche Aufgabe, 
wie auch auf die Lésung, sofern nicht das Gegenteil hervorgehoben wird, z. B.: 
[Lésung 38]. 

Quellenangaben sind fast immer in der Lésung enthalten. Ist die Aufgabe als 
solche bereits erschienen, so wird dies beim Zitieren hervorgehoben. Zitieren eines 
Namens, ohne Literatur, heiBt, daB die Aufgabe uns als neu mitgeteilt wurde. 
Zeitschriften werden so abgekiirzt, wie bei dem ,, Jahrbuch iiber die Fortschritte 
der Mathematik‘‘.. Die am haufigsten vorkommenden Zeitschriftenzitate sind: 


Acta Math. = Acta Mathematica. 

Arch. d. Math. u. Phys. = Archiv der Mathematik und Physik. 

Batt. G. = Giornale di matematiche di Battaglini. 

Cr. fOr = Comptes Rendus de l’Académie des Sciences, Paris. 

Deutsche Math.-Ver. = Jahresbericht der DeutschenMathematiker-Vereinigung. 

Gott. Nachr. = Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen. 

J. fir Math. = Journal fir die reine und angewandte Mathematik. 

Lond. M. S. Proc. = Proceedings of the London Mathematical Society. 

Math. Ann. = Mathematische Annalen. 

Math. Zeitschr. = Mathematische Zeitschrift. 

Nouv. Ann. = Nouvelles Annales de mathématiques. 

Rom. Acc. L. Rend. = Atti della Reale Accademia dei Lincei, Roma. 


Folgende Lehrbiicher sind 6fters und daher blo8 mit dem Namen des Ver- 
fassers zitiert worden (z. B. Cesdvo, Hecke usw.): 

E. Cesavo, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der Infini- | 
tesimalrechnung. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1904. 


XXII Bezeichnungen und Abkirzungen. 


E. Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebraischen Zahlen. Leipzig: 
Akademische Verlagsbuchhandlung 1923. 

A. Hurwitz—R. Courant, Allgemeine Funktionentheorie und elliptische Funk- 
tionen. Geometrische Funktionentheorie. Berlin: J. Springer 1922. 

K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 2. Auflage. 
Berlin: J. Springer 1924. 

G. Kowalewski, Einfiihrung in die Determinantentheorie. Leipzig: Veit & Co. 
1909. : 
Ferner mégen folgende Bezeichnungen besonders erwahnt werden, die konse- 
quent befolgt wurden: 4 

dn —>a heiBt: a, strebt gegen a (fir n> ~). 

an & by Aes ad, ist asymptotisch gleich b,) heiBt: b, + 0 fir geniigend 


groBe n und - "> 1 (fiir 1— 0d). 


by 
O(a,) bzw. 0(an), Qn > 0, bezeichnet eine GréBe, die durch a, dividiert be- 
schrankt bleibt bzw. gegen O konvergiert (fiir 2 — Od). 
Analoge Bezeichnungen gelten auch fiir andere Grenziibergange als ” — 0. 
*—>a+toO bzw. x —>a-—0O bedeutet, daB + von rechts bzw. links gegen a 
konvergiert. 
exp(x) = e*, e ist die Basis der natiirlichen Logarithmen. 


Max (a,, @, .--, Gp) bezeichnet diejenige (oder diejenigen) der m Zahlen 
@,, Ma, ..., Gn, die von keiner anderen tbertroffen werden. Ahnliche Bedeutung 
hat Min (a,, a, ..., a). Analog erklart man Maxf(x), Min/(¥) fiir eine im Inter- 


vall a, b definierte reelle Funktion, soweit sie dort ein Maximum oder ein 
Minimum besitzt. Ist dies nicht der Fall, so wird dieselbe Bezeichnung fir die 
obere und untere Grenze von f(x) der Bequemlichkeit halber beibehalten. (Ahn- 
lich, wenn x eine komplexe Variable ist.) 

sgw bedeutet das Kroneckersche Symbol: 

414 fir x>0, 
asf 0 fire Oe ‘ 
—1 fir *<O. 

[x] bedeutet die gréBte ganze Zahl, die ¥ nicht tibertrifft. Jedoch werden, 
wenn kein Mi®verstandnis zu befiirchten ist, eckige Klammern auch anstatt 
gewohnlicher ohne Erklarung gebraucht. 

zbedeutet die zu z konjugiert-komplexe Zahl, sofern es sich um komplexe 
Zahlen handelt. 

Die Determinante mit dem allgemeinen Element Qj» A,u@=1, 2, ...,07, 
wird abkiirzend so bezeichnet: 


| in i oder [ay Ly ees B08 5 oder "4p ys Gy 98 > = + ayn. 

Unter Gebiet verstehen wir eine zusammenhangende Menge, die aus lauter 
inneren Punkten besteht, unter Bereich ein durch seine Randpunkte erganztes 
Gebiet. 

Unter einer stetigen Kurve verstehen wir. das eindeutige stetige Bild des 
Intervalls 0 =¢=1, d.h. die Gesamtheit der Punkte z = x + iy mit x = 9 (t), 
y = p(t), beide Funktionen @(t) und y(é) stetig im Intervalle 0<t<1. Sie — 
ist geschlossen, wenn 9(0) = P(1), Y(0) = p(1), doppelpunktlos, wenn aus 9{ t,) 
=P (te), Y(t) = W(t), 4) <<, notwendig t, = 0, #, = 1 folgt. Anstatt doppel- 
punktlos sagt man haute einfach. Eine doppelpunktlose, stetige Kurve, die 
nicht. geschlossen ist, heiBt auch ein doppelpunktloser Bogen. 

Eine doppelpunktlose, geschlossene, stetige Kurve (Jordansche Kurve) zer- 
legt die Ebene in zwei Gebiete, deren gemeinsamen Rand sie bildet. 
Integrationslinien von krummlinigen oder komplexen Integralen werden 

gtillschweigend als stetig und rektifizierbar angenommen. 


Notation and Abbreviations 


We have attempted to be as consistent as possible with respect to notation 
and abbreviations and to denote the same quantities by the same letter at least 
within the same part. Sometimes the notation remains fixed, after appropriate 
special explanations, throughout one or two such parts. Aside from this, the 
meaning of every letter in each problem is explained anew, unless reference is 
made to a preceding problem. If a problem is an extension of its immediate pre- 
decessor, it is introduced by the heading “Fortsetzung” (continuation). If it is an 
extension of an earlier problem, then explicit numerical reference is given, for 
example “Fortsetzung von 286.” In neither of these cases is the notation ex- 
plained again. 

Roman numerals are used for sections, and, whenever necessary, arabic 
numerals for chapters. The numbering of the problems begins anew in every 
section. The problem numbers are always printed in bold face. Within a section 
we refer to the number of the problem only, in other sections we add also the 
corresponding section number. We write. for instance, II 123 when we are not 
in Section II (whether problems or solutions), but merely 123 throughout the 
entire second section. 

Comments in square brackets [ ] in a problem are always hints, in a solution 
they are either citations (particularly at the beginning of the solution), or refer- 
ences to other problems needed in various steps of the solution. Other comments 
appear in ordinary parenthesis. Reference to a probiem number involves, in gen- 
eral, consultation of both problem and solution, unless the opposite is explicitly 
stated, as [Losung (solution) 38]. 

Sources are given almost always in the solution. If the problem as such has * 
already appeared, this fact will be indicated in the citations. Reference to a 
name, without literature, means that the problem was originally communicated 
to us. The names of journals are abbreviated as in the “Jahrbuch uber die Fort- 
schritte der Mathematik.” The most frequently quoted journals are: 


Acta. Math. = Acta Mathematica. 

Arch. d. Math. u. Phys. = Archiv der Mathematik und Physik. 

GOR. = Comptes Rendus de l’Académie des Sciences, Paris. 

Deutsche Math.-Ver. = Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung. ; 

Gott. Nachr. = Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen. 

J. fur Math. = Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. 

Lond. M. S. Proc. = Proceedings of the London Mathematical Society. 

Math. Ann. = Mathematische Annalen. 

Math. Zeitschr. = Mathematische Zeitschrift. 

Nouv. Ann. - = Nouvelles Annales de mathématiques. , 

Rom. Acc. L. Rend. = Atti della Reale Accademia dei Lincei, Roma. 


S. M. F. Bull. = Bulletin de la Société Mathématique de France. 
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The following books will be quoted frequently and, therefore, by the names 
of their authors only (e.g. Cesaro, Hecke) : 

E. Cesaro, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der Infini- 
tesimalrechnung. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1904. 

E. Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebraischen Zahlen. Leipzig: 
Akademische Verlagsbuchhandlung 1923. 

A. Hurwitz-R. Courant, Allgemeine Funktionentheorie und elliptische Funk- 
tionen. Geometrische Funktionentheorie. Berlin: J. Springer 1922. 

K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 2. Auflage. 
Berlin: J. Springer 1924. : 

G. Kowalewski, Einfihrung in die Determinantentheorie. Leipzig, Veit & Co. 
1909. 

In addition we emphasize the following notations, which are consistently used: 

Gn — @ means: dn approaches a (asn— ©), ; 

Qn ~ bn (read: a, is asymptotically equal tp %.) means: b,=-0 for sufh- 
ciently large m and an/bn—> 1 (asn—> ©), 

O(an), or 0(an), Gr > 0, denotes a quantity which, when divided by an, re- 
mains bounded, or converges to 0, respectively (as n— ©). 

Analogous notations are used for limiting processes other than n— ©. 

*x—2>a+0, or r—-a—O means that x converges to a from the right, or 
from the left, respectively. 

exp (7) =e%, e is the base of natural logarithms. 

Max: (a1, ..., Qn) denotes that one of the 2 numbers ay, ag, ..., dn which 
is exceeded by none of the others; Min (ay, ..., adn) has a similar meaning. 
Max f(*) and Min f(x) have analogous interpretations for a function defined 
in an interval (a, b), assuming that the function has there a maximum or a min- 
imum. If that is not the case this convenient notation will be retained for the 
upper and lower bounds of f(+). (Similarly if + is a complex variable.) 

sg + means the Kronecker symbol: 


+ 1for r>0, 
0 for + = 0. 
—lforr <0. 


SEP = 


[¥] is the largest integer not exceeding x. However, when there is no fear 
of confusion, square brackets are used in place of ordinary parentheses. 

z means the complex conjugate of the number z, whenever complex numbers 
are under discussion. 

For an explanation of the symbol < for the majorizing relation, see p. 9, 
vol. 1. 

The determinant with the general element aw X, # = 1, 2, ..., », is abbre- 
viated thus: 


WH n 
nee <s aia Ln opiey On Pxdr x ahr Bk alate 


By Gebiet we mean a connected set consisting of interior points only, and — 
by Bereich a Gebiet together with all its boundary points. 

By a continuous curve (stetige Kurve) we mean a single valued continuous 
image of the interval 0=t=1, that is the totality of the points z=x*+iy 
with + = p(t), y= y(t), where p(t) and y(t) are continuous in the interval 
0StSl. It is closed (geschlossen) if p(0) = p(1), ¥(0) = (1); and it has 
no double points (doppelpunktlos) if p(t1)= 9 (te), ¥(t1) = W(t2), th < te imply 
t= 0, tg =1. A curve without double points is also called simple (einfach). 
A simple continuous curve which is not closed is also called a simple arc (dop- 
pelpunktloser Bogen). 

A simple closed continuous curve (Jordan curve) separates the plane into 
two domains and is the boundary of each of them. 

Paths of integration of curvilinear or complex integrals will be tacitly 
assumed to be continuous and _rectifiable. 


Autgaben. 


Vierter Abschnitt. 


Funktionen einer komplexen 
Veradnderlichen. 


Spezieller Teil. 
I. Kapitel. 


Maximalglied und Zentralindex, Maximal- 
betrag und Nullstellenanzahl. 


Es seien Gp, 4, 4,..-54n;.-- komplexe Zahlen, die nicht sdmt- 
lich verschwinden. Die Potenzreihe 


f(2)=@ +a@,2+ a,227+ +--+» fa,2"-+--- 


besitze den Konvergenzradius R, R>0. Wenn R= ov ist, heiBt f(z) 
eine ganze Funktion. Es sei 0<7<R; dann strebt die Zahlenfolge 


dole Adi?» 12,18. 388. Wahl ot 


gegen 0, also gibt es darin ein gréBtes Glied, das Maximalglied, dessen 
Wert mit (7) bezeichnet wird. Es ist somit 


| an | 7” Sp (7) 


eg =— 0, 1; 2, 3,...-, 220 [1,Kap. 3, § 3]. 

Der Zentralindex v(r) ist gleich dem Index des Maximalgliedes, 
d.h. u(r) =| a,()|7. Sind unter den Zahlen | a,|7" mehrere gleich 
(7), so sei v(v) der gréBte unter samtlichen in Frage kommenden 
Indices. Dies fiir 7> 0; fiir 7 = O vgl. 15. 

Man bezeichne mit M (rv) den Maximalbetrag der Funktion /(z) am 
Kreisrand |z|=7; M/(7) ist zugleich das Maximum von | f(z)| in der 
Kreisscheibe |z| <r [III 266]. Es ist 


| an |" =< M (7) 


ir =0,1, 2,..., 7> 0; das Gleichheitszeichen wird nur dann erreicht, 
wenn auBer a, samtliche Glieder der Folge ap, @,, ag, ... verschwinden. 
(111 122.] - 
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Die Nullstellenzahl N(r) ist die Anzahl der Nullstellen in der ab- 
geschlossenen Kreisscheibe |z|<y7 mit Berticksichtigung der Multipli- 
zitat der einzelnen Nullstellen. 

Die vorangehenden Bezeichnungen gelten fiir das ganze Kapitel. 


1. Man berechne (7) und »(7) fiir die Potenzreihe 
Re an 


z 
Meer unas 202" 


n! 


2. Man berechne M (7) und N(r) fiir 


i eee ae 
Ae 2h n! 


3. Man berechne u(r) und »(r) fiir 


ee ee 
hg ire Sas etes | OR 
4. Man berechne M (r) und N (7) fiir 
sin (ee mere (a2) 
See Ama eeepc 


5. Man berechne »(7) fiir die geometrische Reihe 
4 Apetl 2A ae ote Le. 

6. Man berechne N (7) fiir 
file PELZA eek. oe taht 


7. Handelt es sich um ein Polynom n‘*® Grades 


Gy + 42-5 aoe 2-5 bt ag2t, fn +0, 
so ist 
i 
lim POs Pal” apts ej OMe 
r—>0o log 7 1 —> 00 


8. Handelt es sich um ein Polynom n‘® Grades, 


f(z) =a) + a2 + agz®?+ ++» + an,2", a +0, 
so 1st 
¢ tal 
lim Jog ea 
1 —> 00 log 7 rT —> oo 


9. Handelt es sich um eine ganze transzendente Funktion, so. 
sind beide in 7 genannten Grenzwerte = oo. 

10. Handelt es sich um eine ganze transzendente Funktion, so 
ist der erste in 8 genannte Grenzwert = oo, der zweite nicht not- 
wendigerweise. | 


IV. Abschn., Kap. 1: § 1, Nr. 1—19. 3 


11. Man bezeichne mit «4; (7) und »,(7) das Maximalglied und den 
Zentralindex der Reihe i 


Qy + a,2*+ a22F4 ... 4+ a,2mFt... k= 41, 2, 3,... 
und driicke u,(7), »,(7) durch 44, (7), (7) aus. 
12. Man bezeichne mit M;(r) und N; (ry) den Maximalbetrag und 
die Nullstellenanzahl von f(z*) im Kreise |z|<7, k =1,2,3,... und 
driicke M;(r), Ny (7) durch M, (7), N,(r) aus. 


13. Man berechne den Grenzwert lim ict LG. fiir die beiden 
Potenzreihen rae (”) 
Zz gan e + fa z 
Saige grt PBs Dales 
222 23 24 95 -6 Q2n-1 gan banks y 
9 2! 1 iN r 6! an aay poe 2 ia 
ee e2? + e- 22 
mad) 4 


14. Jetzt sollen im Gegensatz zu 12, M;(r) und N, (7) den Ma- 
ximalbetrag und die Nullstellenanzahl von (f(z))* im Kreise |z|<r, 


N; 
= 1, 2,3,... bezeichnen. Der Seen mae Gy -ehS H ist von & unabhangig. 
k 
16, Wenn a;=4,=---=4,_,=0, 4,+ 0% sosei »(0) = g. Die 


Funktion »(7) ist streckenweise konstant; sie wachst an ihren Sprung- 
stellen um eine positive ganze Zahl und ist wberall von rechts stetig. 
{I 120.) 

16. Wenn a,= 4,=--- =4,_,;=0, a +0, so ist N(0)=q. Die 
Funktion JN (7) ist streckenweise konstant; sie wachst an ihren Sprung- 
stellen um eine positive ganze Zahl und ist wberall von rechts stetig. 

17. Ist 24,=0, 0 <7, <7, <R, dann ist 

PN os, 
BY) ote 

18. Ist (0) = 0, 0<7, <7, <R, dann ist 
Mr) 7 
M(n)~ 1% 

19. Die Funktion 7 =logw(e*) wird in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem &,7 durch eine Kurve dargestellt, die nicht ab- 
nehmend und von unten gesehen nie konkav ist. [Man betrachte die 
Gesamtheit der Geraden 

4 =log|a|, 4=&+log|a|, 

n = né& + log | an|, . 
Enis Glieder mit a, = 0 weggelassen. Wie lassen sich in dieser 
Figur u(r) und »(r) interpretieren ?] 


4* 
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20. Die Funktion 7 =log M (e‘) wird in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem &,7 durch eine Kurve dargestellt, die stets wachsend 
und von unten gesehen konvex ist, abgesehen von sehr speziellen Poly- 
nomen, fiir welche die Kurve in eine Gerade ausartet. 

21. Es sei o fest, O<a <1. Der Quotient w(a7)/u(r) nimmt 
mit wachsendem 7 nie zu. 

22. Es sei « fest, Oa <1. Der Quotient M («7)/M (r) nimmt 


mit wachsendem 7 bestandig ab. 
93. Es sei R=oo. Es ist fiir festes 0, OM 4 <1, 


lim & a) eas 
p> oo [A (7) 
wenn die Potenzreihe nicht abbricht, = «”, wenn die Potenzreihe sich 


auf ein Polynom n'" Grades reduziert. 
24, Ks sei f (z) eine ganze Funktion. Is ist fiir festes 1, O< a <1, 


? 


Fag 
T-> oO M (r) : 
wenn /(z) transzendent, = «”, wenn f (2) rational vom Grade x ist. 


Wir bezeichnen die Sprungstellen von y(v) wachsend geordnet mit 


Or» Qa» Ogr---> Ony---s O1=O2="*':=Qg=90, O41>0, GeO, 


wobei jede Sprungstelle so oft vertreten ist, als der Sprung Einheiten 
enthalt; 1m Punkt r=0 sei »(0) als Sprung betrachtet [15]. Diese 
Folge kann nach endlich vielen Gliedern abbrechen. _ 

Wir bezeichnen die Nullstellen von f(z), nach wachsenden absoluten 
Betraégen und bei gleichem absolutem Betrag nach wachsenden Argu- 
menten geordnet, mit 


Wy, Wg, Wg,-+-, Wn...) Wy Wg=-'- = =—0, M41 +9, G20, 


wobei mehriache Nullstellen so oft vertreten sind, als ihre Multiplizitat 
Einheiten.enthalt. Es sei |w, |= 7,5 #== 1,2, 3,..«4.d. hi 


WSS oS Sa, SS: 


Diese Folge kann nach endlich vielen Gliedern abbrechen. 
Diese Bezeichnungen gelten fiir das ganze Kapitel. 
25. Wenn @,<,+,, dann ist im einseitig abgeschlossenen In- 


terval Oy = 7 < Oye 
y(ir)l=n. 


26. Wenn 7, <'n41; dann ist im einseitig abgeschlossenen In- 


tervall 7, <7r< In41 
N(r) =n. 


IV. Abschn., Kap. 1: § 1, Nr. 20—36. 5 


27. Man berechne die Zahlen 0, fiir die Potenzreihen 


etal 28 = < RFs aM 
ay Sao Oneal. 2 
‘ 2 2 gen 
carte Tad —e it OF li 
28. Man berechne die Zahlen ¢, fiir die Funktionen 
ety sin yz cosz. 


ye” 
29. Wenn unendlich viele 0, vorhanden sind, so ‘ist 


lim 9,'= R: ' 
30. Sind unendlich viele 7, vorhanden, so ist 

ims = i. 

n->co 


31. Es sei aj +0. Dann ist 


|ay|7” 
p()= ol 
Q1 O2 - ++ Qn 
Wenn On =7S On+1- 
32. Es sei a) +0. Dann ist 
n 
ue or 
ue Yn 


[III 120.] Fiir welche ganzen Funktionen kann hier das Zeichen = ein- 


treten ? 
33. Vorausgesetzt, daB a) + 0, ist 


fr; 


log s4 (7) — log |ao| = (Oar. 


te) 


34. Vorausgesetzt, daB a, +0, ist 


log M (r) — log |f (0)| ae at. 


35. Fiir eine beliebige ganze Funktion gilt 


: logy(r) __,. log log u (7) 
es logr gan logr 


36. Fir eine beliebige ganze Funktion gilt 


feep ee 1Oe'7 Mal logy 


6 Maximalglied und Zentralindex, Maximalbetrag und Nullstellenanzahl. 


37. Es handelt sich um eine stets konvergente Potenzreihe, und 


esist k > 0. Die unendliche Reihe >’ @,* und das unendliche Integral 
oo n= qt 

drt ‘log u(r) dr sind entweder beide konvergent oder beide divergent. 
i 


38. Es handelt sich um eine ganze Funktion, und es ist k >O. 
Wenn das unendliche Integral [r “*-'loe M (ry) dr kouvergiert, so kon- 
vergicrt auch dic unendliche ete S y, * (nicht umgekehrt !). 

39. Es handelt sich um cine a Inte des Einhcitskreises kon- 
vergente Potenzreihe, und es ist k >0. Die Reihe S (1. —\0,)*#4 und 
das Integral fa — t)*-llog wu (d) dt sind entweder hee “EeweHeeee oder 
beide avereene. 

40. Es handelt sich um eine im Innern des Einheitskreises regulare 


; 
Funktion, und es ist k >0. Wenn das Integral fa — t)F-1log M (t) dt 
co 60 


konvergiert, so konvergiert auch die Reihe >’ (1 — 7,)**!. 
w=1 


41. Man zeichne in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die 
Punkte 
(0, — log| ay), (4, —log | a,|)>} (2,.=- log |a_]), ..., (w, —log|a,_|), 2. 


(sinnlose mit a,—=0 weggelassen) und von jedem Punkte aus einen 
vertikal nach oben gerichteten Halbstrahl. Der kleinste konvexe Be- 
reich &, der alle diese Halbstrahlen umfaBt, erstreckt sich ins Unend- 
liche. Man ziehe die Stiitzgerade mit dem Richtungskoeffizienten log 7 
(Gerade, auf der mindestens ein Randpunkt und kein innerer Punkt 
von §& liegt und deren Neigungswinkel zur positiven Abszissenachse 
den Tangens logy hat) und interpretiere in der entstandenen Figur 
log (7), (7), Log On 

42. Ist m cin positiver ganzzahliger Wert, den (rv) annimmt, 


m > v(0), so ist 
=| 
A BRS HE ase 


Ay + 42+ ayz? +4 +--+ + azz"+--- 


/ 1 I 
(| lm. | m1 
Ay | (a 


Oy, = Max | 


am | 


43. Die Potenzreihe 


‘sei so beschaffen, daB die Rolle des Maximalgliedes der Reihe nach 
jedem Glied zufallt, d.h. daB zu jedem Index »=0,1,2,... (min- 
destens) ein Wert 7, 7>0, gehért, so beschaffen, daB® |a,|\7" von 


IV. Abschn., Kap. 1: § 1, Nr. 37—40 § 2, Nr. 41—47 - § 3, Nr. 48. 
keinem anderen Glied iibertroffen wird. Hierzu ist notwendig und 
hinreichend, daB 


7 
ast 


(31, 1 117.} 


konvergenten Potenzreihe 


4+ ex tz 


7 ah AD 


é€ 2 
nimmt sukzessiv alle Werte 0, 1, 2, 3,.. 


44. Es sei O0<a<1. Der Zentralindex y(r) der fiir |z|<1 
Reo et iat en 4 oe. 


1 
x 


an; ihr Maximalglied 
4 fe avy 1-« 
ft (7) ~~ exp = (i in | 
wenn 7 sich 1 nahert. 
45. (Fortsetzung.) Wenn 7 sich 1 nahert, so ist 


ea 
e* 


n* ie y2 TX 
n=0 


( Oo 

1 Ad = & 

[Man betrachte [ex °*"7*dx; II 208.] 
0 


ln dite hae 
r (iog.w(”))” 1 


f(r) . 
46. Es sei x >0. Man berechne Q,, @,, Q3, 
vergente Potenzreihe 


. fir die stets kon- 
i ia ind es a” Aaaa ill a  a 
und zeige, daB ihr Maximalglied 


sa 
up) exp (aetr’), 
wenn 7 sich + oo nahert. 
47. (Fortsetzung.) Wenn « fest bleibt, « >0, und 7 gegen + oo 
konvergiert, so ist 
Z 
NG eB ali a NN al a dl 2 fog ir} a ( ). 
(II 209. ] 
48. Es sei fiir eine ganze Funktion f(z) 
M 
lim sup ay Md =1. 
a) if 
Die Konvergenz der Reihe 
Peat, 1 a"f (2) 
IAAL @). ov = 


ee ee 
ist sicher, ist ausgeschlossen oder bleibt dahingestellt, je nachdem 


baie = i SNe ehoder.  h.=-1. ist. 
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49. Fir die WeierstraBsche o (z)- Funktion findet man, wenn das 
Periodenparallelogramm ein Quadrat von der Seitenlange 1 ist, daB 
fiir unendlich wachsendes 7 


N(r)~war, log Mr) ~ =P. 


[Hurwitz-Courant, S. 174—175.] 
50. Man bestimme fiir die ganzen Funktionen 


sin Jz 
yz 
die Grenzwerte der Quotienten 
73, = tN (7) N (r) y (7) M (r) log N (7) 


On’ vr)’ logM(r)’ logu(r)’ (zr) ylog u(r) logy 
fiir unendlich wachsendes 7 (bzw. 1 bei dem ersten) und stelle die Re- 
sultate in einer Tabelle zusammen. [Fir eé sind der erste und der 
letzte Quotient sinnlos, fiir o(z) sind nur der dritte und der letzte aus- 
zuwerten und das Periodenparallelogramm als Quadrat anzunehmen. 
Der letzte Quotient ergibt den Konvergenzexponenten der Nullstellen, 
I 113. Man benutze 1—4, 13, 27, 28 und fir die asymptotische Aus- 
wertung von (7) die Formel von Stirling.| 
51. Fir alle ganzen Funktionen gilt 


: log 1 : 
1 > 00 logy rhe logr 


COS 25% -COS?:2 .L. SeeePay 2 es = ta(2) 


(DaB < gilt, liegt auf der Hand.) Der gemeinsame Wert dieser beiden 
Grenzwerte heiBt die Ovdnung der ganzen Funktion. 

52. Die Ordnung einer ganzen Funktion kann auch als der Kon- 
vergenzexponent [I, Kap. 3,2} der | Folges0y,)0sj0.-400n cee ele- 
finiert werden. 

53. Die Ordnung einer ganzen Funktion f(z) = yar mit posi- 

=0 


tivem Koeffiziénten @,, 2), de, ...7 x... Kann mich als der Wert des © 
folgenden Grenzwertes definiert werden: 
7 a i 
lim Sup nu aOR F 
> co log 7 


54, Fir ganze Funktionen endlicher Ordnung gilt scharfer als 51: 
log M (7) 
1r—> 00 ~ log Mae 


55. Fir nicht rationale ganze Funktionen und fiir />1 kon- 
vergiert das Integral 


Je@(M@) ‘de, , Besa 


IV. Abschn., Kap. 1: § 3, Nr. 49—61. 9 


56. Fur alle ganze Funktionen gilt, da8 bei vorgegebenem e, e >0, 
beliebig groBe Werte 7 existieren, so beschaffen, daB 
M (r) < u(r) [log ue (r)]tte. (45, 1 122.] 
57. Fur ganze Funktionen von der endlichen Ordnung 2 gilt 
scharfer als 56, da8 bei vorgegebenem ¢, « > 0, beliebig groBe Werte 7 
existieren, so beschaffen, daB 


M (1) < (A +8) 22 log (7) u(r). (47, I 118.] 
Es sei c eine Konstante, c+0, q eine ganze Zahl, g=0, und 
W,, We, Ws, ... eine unendliche Folge komplexer Zahlen, 
WW, = W,> afew = Wy = 0< |we41| S| e42|S| 43/5 °°:, 
1 1 1 . 
[err] [era] | @ers| 


konvergent. Eine ganze Funktion von der Form 


Zz Zz 
ex (1 — )(1- Me 
q+ Wq+2 


heiBt eine Funktion vom Geschlecht Null. Wie Hadamard bewiesen — 
hat, ist jede ganze Funktion, deren Ordnung <1 ist, vom Geschlecht 
Null. (36, 58, III 332 sind wichtige Stiitzpunkte eines Beweises.) 

58. Die Ordnung einer ganzen Funktion vom Geschlecht Null 
ist gleich dem Konvergenzexponenten ihrer Nullstellen. 
_ §9. Fiir ganze Funktionen von der endlichen Ordnung 2, 4>0, 
deren Zentralindex im Sinne von II, Kap. 4, §1 regular verteilte Sprung- 


stellen 0,, 02, Q3,---, Qn»... besitzt, existiert 
y (7) 
m le [II 159.]. 
roo log uu (7) 


60. Fiir ganze Funktionen von der endlichen Ordnung 1, 4>0, 
gilt auch ohne besondere Regularitatsvoraussetzungen 


Rae y (r) ; y (7) 
lim inf <A<lim sup -——~... [II 160. 
r>co logu(r) peoo) log u(r) 


61. Es sei A der Konvergenzexponent der im Sinne von II, Kap. 4, § 4 
regular verteilten Folge 7,, 72, 73,.-+) !n» ++ und zwar sei O<A<1. 
Fiir die ganze Funktion vom Geschlecht Null 


j@=(1+2)(1+2)--(1+2)- 


RPCL We) eG. 
ae N(r)  sinaa’ 


gilt 


wenn # fest, —xa<0<a. [II 159.] 
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62. Es gilt fir die in 61 erwadhnte ganze Funktion, auch 
wenn man von der Voraussetzung der regularen Verteilung der Folge 
Veeto: ret: iy ea bsieuite 
N (r) sin aA 


= II 161. 
Iie ty at AU ee: 


63. Es gilt fiir jede ganze Funktion, deren Nullstellen den end- 
lichen Konvergenzexponenten 4 besitzen, 


age Ny) eee 
PEST ear 


($2. ] 


64. Es sei /(z) eine ganze Funktion und (7) bzw. g(r) als das 
geometrische Mittel von |f/(z)| auf dem Kreisrand |z|=y7 bzw. in 
der Kreisscheibe |z|<~yr erklart [III 121]. Sind die Betrage der Null- 
stellen von f(z) regular verteilt [II, Kap. 4, § 1], so ist 


a(”)\w 
Y)\N(r)__ , A+2 
lim (ee) =—¢ 
r>co \®& (r) 
wenn A den Konvergenzexponenten der Nullstellen bezeichnet, 0<.A< ow. 
Fir Polynome existiert der fragliche Grenzwert ebenfalls und ist = e-?. 
65. (Fortsetzung.) Auch ohne Annahme der reguladren Verteilung 
der Nullstellen gilt 


2 


1 1 
oe Menke SEY pu 
] f |~-—— Sty At iz] , 
ee (s i 

66. Es sei f(z) eine ganze Funktion von der endlichen Ordnung 
A und §M(r) bzw. m(r) das arithmetische Mittel von | f(z) |? auf dem ~ 
Kreisrand |z|=7, bzw. in der Kreisscheibe |z|<7. Dann ist 

1 


Bia m (7) eevee oe 
inlet (Greg) mei 


67. Die ganze Funktion 


f (2) = dy + 4,2 + a,2* + apn +. ay, 2” + gt; 
soll der Bedingung 
lim 7~* log M (7) =a 
r->co 
genligen, wo 4, a positive Konstanten sind. Man beweise: 
1. Ist b >a, so gilt fiir hinreichend groBes n 


tale fae 
n A . 


IV. Abschn., Kap. 1: § 3, Nr. 62—66 +» § 4, Nr. 67—71. AA 


2. Sind k und «¢ fest gegeben, & reell, O<¢ <1, so existiert ein 
6, 0>0, derart, daB von einem gewissen Werte von r an stets 


axar®(1—e) i) ; 

( Sas [Dy JP ag |< At renee 
i aar*(l+e) 

gilt. 

Ware k = 0 und die Summation ohne Auslassung des ,,Zentrums‘‘ 
von 0 bis oo erstreckt, so ware die Summe = M (r). D. h. das ,,Zen- 
trum‘‘ der Reihe iiberwiegt sehr stark die beiden ,,Fliigel‘‘. [1. dient 
zur Vorbereitung von 2.] 

68. Wenn fir eine ganze Funktion irgendeine der drei Grenz- 
beziehungen 


(1) log M(r)~ar*, (2) logu(r)~ar*, (3) v(”*) ~aar® 


giiltig ist, dann gelten auch die beiden anderen (7y>oo, a, & positive 
Konstanten). [Formal ergibt sich (3) aus (2), wenn man beide Seiten 


von (2) differentiiert, vgl. 33.] — Ohne Regularitatsvoraussetzungen 
gelten 51, 54, 35, 60. 
69. Sind die Koeffizienten 4a), a,, a, ... der in 67 erwahnten 


ganzen Funktion f(z) positiv und geniigen sie den Ungleichungen 


s0 kann man 


behaupten; geniigen sie den Ungleichungen 


a a a 
ee ee in 


a 1 2 An 


so kann man scharfer sogar auf 
1 


Vin os iz a Na 


nH 


schlieBen. 
70. Man fiige den Voraussetzungen von 67 hinzu, daB a,20 
‘ir 1 =0,1,2,... sei. Dann ist fir festes reelles k 
~ n* an yr 
n=1 


roo (a ar)*f (1) 


71. Unter den Voraussetzungen 67, 70 kann man die Limes- 


yeziehung - Today SS ae 
og f(r) ~ 
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, differentiieren‘‘, d. h. daraus 


f(r) 1 
Si ae 
f(r) 
schlieBen. 
72. (Verallgemeinerung von 194.) Es sei 
BBR bya? ee eee” ee tee (2) 
eine stets konvergente Potenzreihe. Aus deii divi Bedingungen 
bat On He Ont 2 ycers: jl 7-8 logi(r) ==); selim a <8 


T> +00 


(6, 6 positive, k und s beliebige reelle Konstanten) folgt: 


=sS. 


lim Go Oy fA Ge Veen nae Gnten tae: 
r> +00 (Bbr?)* f(r) 


73. Man zeige, daB fiir y— + c 


Jolin = Sma n! \ he ~V23 » oI 2ar- C120 


74. Es seien 4@,, az, ..-, ap, 0,, 05,..., 0, reelle Konstantentidw 
von 0, —1, —2, —3,... verschieden sind, p<q, 


P (z) = (2 + a, — 1) (@ + a,.—1)--- @+4,—1), 
Qe) = (2+ 1) 4B, A) 41). 


Fiir unendlich wachsendes 7, r>0, ist die bestandig konvergierende 
Potenzreihe 


P(t), | PU) PQ), | Plt) P2)-- Pl) 
Ton’ ome’ Le EOI MIO 
FEI) EO) A ee eA 
 Rillapaiala) eas Klas) Oe ae a ae 
wobei l=q—f, A=a,+a,4+---+a,—b,—b,—--- — 6, gesetzt 


ist. |Man itberzeuge sich, daB hieraus 73 nach Variablenvertauschung 
als Spezialfall folgt. Man verwende als ,,Vergleichsreihe“ 
I 22 jnl > 
aE CHG ACT ec 
75. Man gewinne die asymptotische Formel in 74, ohne 72 zu be- — 
nutzen, auf Grund von I 94 und II 207. 


oo 
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76. Die Koeffizienten a), a,, a,,..., a,... der Potenzreihe 
M@ + a2 + ay2" + --- + a,2"+ --- seien sémtlich positiv. und der Be- 
dingung “ 
lim m( a i) =4 0<d 
n>co \An—14n+4 TSE Sane 


unterworfen. (Sie ist z. B. fiir die Reihe 74 erfiillt.) Man beweise: 


1. Die Reihe stellt eine ganze Funktion von der Ordnung 4 dar. 

2. Es ist (r) © A log p (r) fiir r—> 00. 

3. Die in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gezeichneten 
Punkte 


ai: Ayer” 2 
ee b= 9 (7), — (vr) +4, —1,.0,.1, 2, ... 
(5 (7) ) 
streben in ihrer Gesamtheit gegen die Gaufsche Fehlerkurve, d. h. es ist 
ft Gy yrAried Ae l 
fre et RS Pen FF ot poi Pus ely 
reo , (7) 700 yy (r) 


Man zeichne die Rechtecke, deren Grundlinie die Lange y(r)~3 
hat und in der x-Achse liegt und deren Decklinie durch einen in 3. 
angegebenen Punkt halbiert wird; ihr Gesamtinhalt ist mit der Flache 
der Gaufschen Fehlerkurve zu vergleichen. 


2. Kapitel. 
Schlichte Abbildungen. 


77. Die ganze rationale Funktion 
2+ a,27 + a522 + --- + a,2" 


ei schlicht im Einheitskreis |z|<1. Dann ist »|a,|<1. 
78. Bildet die Funktion w = f(z) den Einheitskreis | z| <1 schlicht 
uf ein Gebiet @ ab und ist (w) schlicht in &, dann ist [f(z)] 


chlicht in |z|< 14. 
79. Die Funktion f(z) sei schlicht im Einheitskreis |z| <4, und 


s sei {(0) =0. Dann ist auch die Funktion 


2) = Vie) = 2/2 


chlicht in | =| <1; hierbei ist ein bestimmter Zweig der Quadrat- 


yurzel zu nehmen. Ahnliches gilt fir V4 (2) (z"), m positiv ganz. 
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80. Die in 79 definierte Funktion y(z) ist die allgemeinste un- 
gerade Funktion, welche eine schlichte Abbildung des Einheitskreises 
|z|< 4 vermittelt. Genauer: Wenn g(z) eine ungerade, fir lziletl 
schlichte Funktion ist, dann existiert eine fiir |z|< 1 schlichte Funk- 
tion f(z), aus welcher q(z) auf die in 79 gesagte Weise hervorgeht. 


81. Die offene Kreisscheibe ® sei eineindeutig und konform auf 
das Gebiet & abgebildet; insbesondere sei die in § enthaltene konzen- 
trische Kreisscheibe f auf das Teilgebiet g von @ abgebildet. Die 
Flicheninhalte mit |@|, |@|, ||, |q| bezeichnet, ist 

|G| _ |X| 


ee ee ee 


Die Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn die Abbildung durch 
eine lineare ganze Funktion vermittelt wird. [III 124.) 


82. Die offene Kreisscheibe & sei eineindeutig und konform auf 
das Gebiet & abgebildet; insbesondere sei der Mittelpunkt k von § in 
den Punkt g von & iibergefiihrt. Man bezeichne mit a® das flachen- 
hafte VergréBerungsverhaltnis in k [III, S. 96], dann ist (Bezeichnungen 
wie in 81) 

° | S| 


| @ |” 


lV 


a’. 


Die Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn die Abbildung durch 
cine lineare ganze Funktion vermittelt wird. (Grenzfall von 81.) 


83. Das offene Ringgebiet R zwischen zwei konzentrischen Kreisen 
sei eineindeutig und konform auf das zweifach zusammenhangende 
Gebiet © abgébildet. Die kleinste offene Kreisscheibe, die R enthalt, 
sel ®; diejenigen Punkte von ®, die ® nicht angehoren, erfiillen ¢ine 
abgeschlossene Kreisscheibe f. Ahnlicherweise sei @ das kleinste ein- 
fach zusammenhangende Gebiet, das © enthalt, und q die Menge samt- 
licher Punkte von @, die © nicht angehéren (g ist abgeschlossen). 
Endlich seien eine in §t verlaufende, mit f und ® konzentrische Kreis- 
linie und ihre Bildkurve in G in demselben Sinne umlaufen. Dann 
besteht zwischen den Flacheninhalten die Beziehung 

noes 


9 | 


| | 
| i 

Das Zeichen — gilt dann und nur dann, wenn die Abbildung durch 
eine lineare ganze Funktion vermittelt wird. (Verallgemeinerung von 
81, nicht etwa darin enthalten!) 


ee 


——_ 
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84. Eine ineindeutige konforme Abbildung, die eine offene Kreis- 
scheibe mit Erhaltung des Mittelpunktes auf sich selbst abbildet, ist 
eine Drehung. [82.] 

85. Zwei durch je zwei konzentrische Kreise begrenzte offene 
Ringgebiete sollen denselben auBeren Rand besitzen, aufeinander ein- 
eindeutig und konform bezogen sein, ferner soll einer zu der Berandung 
konzentrischen Kreislinie des einen Gebietes eine im gleichen Sinne um- 
fahrene Kurve des anderen entsprechen. Dann sind die beiden Ring- 
gebiete identisch und die konforme Abbildung ist eine Drehung. [83.] 

86. Es gibt nicht zwei Funktionen w= f(z), die den Einheits- 
kreis |z|< 1 schlicht auf ein gegebenes Gebiet ® abbilden, wobei der 
Nullpunkt z = 0 in einen gegebenen Punkt w = w, von © iibergeht und 
f (0) >0 ist. 

87. Die einzigen Funktionen, welche den Einheitskreis |z|< 1 
auf sich selbst schlicht abbilden, sind die linearen Funktionen 

z— 


; z 
ee 3 0 
gaos my x reell, |z,| <1. 


88. Bei der durch die Formel 


a—z eee ) 


tie 1—Yanw 


vermittelten Abbildung werden einem Punkt der z-Ebene im all 
gemeinen zwei Punkte der w-Ebene zugeordnet. Welche z-Punkte bilden 
hiervon eine Ausnahme? (Es ist a=|a|ée*, 0<|a|<1, & reell, 


d 
|y|=1 und y so bestimmt, daB a > 0 fiir w=0.) Von dem (fest- 


gewahlten) Vorzeichen von Ya ist die Abbildung unabhangig. 

89. Es sei @ ein einfach zusammenhangendes Gebiet in der 
z-Ebene, das den Punkt z = 0 enthalt und im Kreise | z|< 4 enthalten 
ist. Es sei a der dem Punkt z=0 niachstgelegene Randpunkt von 
G, |a|<1; (gibt es mehrere solche, so wahle man etwa den vom 
kleinsten Arcus aus, O<arca< 22). Mittels der Abbildung 88 ent- 
sprechen dem Gebiet © zwei Gebiete in der w-Ebene, von denen das 
eine @* den Punkt w=O enthalt, das andere G** nicht. @* und 
@** besitzen keinen gemeinsamen Punkt, wohl aber mindestens einen 
gemeinsamen Randpunkt und liegen beide im Innern des Einheitskreises. 


Das durch 89 bestimmte Gebiet @* heiBt im folgenden das 
Koebesche Bildgebiet von @. Es ist von Vorteil, G und &* in der- 
selben Ebene zu deuten. @ und @* entsprechen einander eineindeutig, 


mit Erhaltung des Nullpunktes und der Richtungen im Nullpunkt. 


Sowohl @ wie auch @* ist ein echtes Teilgebiet des Einheitskreises. 


! 
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90. Man untersuche das Koebesche Bildgebiet des ,,Schlitzge- 
- bietes‘, das aus dem Kreis |z|< 1 durch Entfernung (Aufschlitzung) 
der Strecke axz <1 entsteht, 0< a< 1; insbesondere finde man den 
dem Nullpunkt nachstgelegenen Randpunkt. 

91. Man untersuche das Koebesche Bildgebiet des Kreises 
|z|<a, 0<a<1 und finde den dem Nullpunkt nachstbenachbarten 
und den davon am weitesten entfernten Randpunkt. 

92. Jeder Punkt des Koebeschen Bildgebietes von & ist vom Null- 
punkt weiter entfernt als der ihm entsprechende Punkt von ©. 

93. Es heiBe @, das Koebesche Bildgebiet von &, ©, das von 
G,, @, das von G,.... Es sei mit a bzw. mit a,, d,, a,,... der dem 
Nullpunkt nachstbenachbarte Punkt von & bzw. von G,, G,, Gs,... 
bezeichnet. Dann ist 


lal<|a,|<|a.|<|a,|<---. 


94, (Fortsetzung.) @ ist durch die Koebesche Abbildung auf 
G,, G, auf G, ..., G,_, auf G, eineindeutig und konform abgebildet ; 
die hieraus resultierende Abbildung von © auf ©, sei durch die ana- 
lytische Funktion f,(z) vermittelt (z durchlauft die Punkte von ©). 


Esiist 7,,(0) =0,-0 < 7,{0) ach man driicke /,(0) durch a, a,, a, 
May SUS: 
95. Unter @, @2,, a7,92) 4,,:.. die im 93 erwahnten Punkte 
verstanden, zeige man auf Grund von 94, da8 


lim |a,|= 41. 


n> co 


96. (Fortsetzung von 93, 94.) Es existiert der Grenzwert 


lima f,,.(2) = f(z) 
in jedem Punkte z von ©, und zwar ist die Konvergenz in jedem 
Innenbereich von ® gleichmaBig. Die Grenzfunktion f(z) bildet © 
schlicht auf das Innere des Einheitskreises ab. [III 258.] . 


Im folgenden [97—163] sei G ein beliebiges, einfach zusammen- 
hangendes Gebiet in der z-Ebene mit mehr als einem Randpunkt, a ein 
beliebiger, im Endlichen gelegener Punkt von @. Der unendlich ferne 
Punkt kann innerer oder Randpunkt von © sein. Wir bilden @ kon- 
form und schlicht auf das Innere eines Kreises in der w-Ebene ab, und 
zwar derart, daB der Punkt a in den Mittelpunkt des Kreises iibergeht 
und das VergréBerungsverhiltnis in a [III, S. 96] gleich 1 ist. Der Radius 
dieses Bildkreises ist durch das Gebiet ® und den ,,Aufpunkt“ a ein- 


deutig bestimmt. Wir nennen ihn den inneven Radius von ® in bezug — 


auf a, und seine Lange bezeichnen wir mit y,. Es gibt [96] eine ein-— 
a 


’ 
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deutig bestimmte [86] Funktion w = f(a; z) =/(z), welche diese Ab- 
bildung vermittelt, d. h. @ auf das Kreisinnere |w|<‘ra schlicht ab- 
bildet und in der Umgebung von a eine Entwicklung von der Form 


(*) w = f(z) =2z—a-+c,(z—a)*+ cg(z — a)8 +... 


besitzt. Wir nennen (*) die zu dem Aufpunkt a gehérige normierte Ab- 
bildungsfunktion. Unter dem inneren Radius einer geschlossenen, doppel- 
punktlosen, stetigen Kurve L (in bezug auf einen darin liegenden Punkt) 
verstehen wir den inneren Radius des Innengebietes von L. 
© sei jetzt ein einfach zusammenhangendes Gebiet der z-Ebene, 
dem der unendlich ferne Punkt z= oo angehért. Das Komplement 
von @ ist dann ein abgeschlossener, ganz im Endlichen gelegener Be- 
reich 8. Den duferen Radius von $ definieren wir folgendermaBen: 
Wir bilden @ konform und schlicht auf das AuBere eines Kreises in 
der w- Ebene ab, und zwar derart, daB der unendlich ferne Punkt in 
sich tibergeht und der Betrag der Ableitung der Abbildungsfunktion 
fiir z = oo (VergréBerungsverhaltnis im unendlich fernen Punkt) gleich 4 
ist. Der Radius dieses Kreises ist durch das Gebiet @ eindeutig be- 
stimmt. Wir nennen ihn den duBeren Radius von'$ und seine Lange 
_bezeichnen wir mit 7. Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion 
w=f(z), welche diese Abbildung vermittelt, d.h. @ auf das Kreis- 
auBere |w|>7 schlicht abbildet und in der Umgebung des unendlich 
fernen Punktes eine Entwicklung von der Form 


a(**) w= fe) =2+ q+ 2+ Spey. 


besitzt. Wir nennen (**) die zu dem unendlich fernen Punkt als Auf- 
_punkt gehorige normierte A bbildungsfunktion. Unter dem auBeren Radius 
einer stetigen Kurve L, die teilweise oder auch ganz schlitzartig sein — 
_kann, verstehen wir den auBeren Radius des abgeschlossenen Inneren 
von L. Das vorhin mit @ bezeichnete Gebiet ist in diesem Falle das 
-AuBere von L bzw. die langs L aufgeschlitzte Vollebene, wenn L ein 
Kurvenstiick ist +). a 
Bei der Abbildung des Inneren (oder AuBeren) einer geschlossenen, 

doppelpunktlosen, stetigen Kurve L auf das Innere (bzw. AuBere) eines 
Kreises wird das abgeschlossene Innere (AuBere) von L eineindeutig 
und stetig auf das abgeschlossene Kreisinnere (KreiséuBere) bezogen. 
(Vgl..C. Cavathéodory, Math. Ann. Bd. 73, S. 314—320, 1913.) 

j 97. Man berechne den inneren Radius 7, und den 4duBeren 
Radius 7 der Kreislinie |z|=@, o>0, |a|<e. 


1) Genauer ausgedriickt ist hier eine stetige Kurve L von folgender Art 
emeint: Derjenige einfach zusammenhangende Teil des Komplementes von L, 
der den unendlich fernen Punkt enthalt (d. h. @), besitzt einen Rand, der voll-. 
‘standig mit LZ iibereinstimmt. Vgl. z. B. 101, 105. 
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98. Man berechne den inneren Radius 7, des KreisauBeren |z|>o, 
a endlich, |a| >, und den Grenzwert lim7,. 


a>oco 

99. Man berechne 7, fiir das Winkelgebiet 0<arcz<%, 
0<3,<2a. 

100. Bei Abnlichkeitstransformationen 2 = hz -+ k mit cinem von 
Null verschiedenen VergréBerungsverhaltnis || wird der innere bzw. 
duBere Radius in dem Verhaltnis 1: |%| vergréBert. D. h. wenn das 
Gebiet & in &’, der im Endlichen gelegene Aufpunkt a in a’=ha-}-k 
iibergeht, dann besteht zwischen dem inneren Radius 74 von @&’ in 
bezug auf a’ und dem inneren Radius 7, von ® in bezug auf a@ die 
folgende Beziehung: 

Lua) hl ta: 


Ahnliches gilt fiir den 4uBeren Radius. 

101. Der auBere Radius einer Strecke von der Lange / ist 
° 
re 

102. Der auBere Radius einer Ellipse, deren Achsen zusammen 
die Lange / haben, ist 


7 


I 


l 
q: 

103. Man berechne den inneren Radius einer offenen Halbebene 
in bezug auf einen darinliegenden Punkt, dessen Abstand vom Rande d 
betragt. 

104, Es sei 7, der innere Radius eines Gebietes @ der z- Ebene, 
ugd die schlichte Abbildung 


¢—b=y(z—a) + yg(z2—a)P?+--- 


fiihre @ in ein Gebiet @’ der z’- Ebene tiber. Wenn 7’, den inneren Radius 
des Gebiets @ in bezug auf den Aufpunkt z’= b bedeutet, dann’ ist 


a 


Il 


1 =|7\7a- 


Ahnliches gilt fiir den duBeren Radius bei schlichten Abbildungen 
der Form 


pth, oysern rehy Ven ee 
2 pe hy EE 


105. Man berechne den auBeren Radius 7 der Kurve, welche aus 
der Kreislinie |z|= 1 durch Hinzufiigen der beiden reellen Strecken 
1 2G Ogee es 1 entStente as eda rie 

106. Man berechne den inneren Radius eines unendlichen Parallel- — 
streifens von der Breite D in bezug auf einen darinliegenden Punkt, — 
dessen kiirzester Abstand vom Rande d betragt, 2d =D. ; 


d 
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107. Es sei a ein beliebiger endlicher Punkt des Gebietes @ der 
z-Ebene. Die lineare gebrochene Transformation 2’ = =o fihrt & 
z—a 


in ein den unendlich fernen Punkt enthaltendes Gebiet ( iiber. Der 
innere Radius von @ in bezug auf a ist gleich dem reziproken Wert 
des d4uBeren Radius’des Komplements von (y. 

108. Man betrachte das Gebiet ©, welches aus dem Einheitskreis 
|z{<1 durch Entfernen der beiden reellen Strecken 6,<2<1, 
—1<z=— 6, entsteht, 0<b,<1, 0<b,<1. Man berechne den 
inneren Radius von © in bezug auf den Nullpunkt. 

109. Die Ungleichungen 


zZ—2z 
0, sarc 9, Os Pie a = 27, oyae 25 


bestimmen ein Kreisbogenzweieck K in der z-Ebene; seine Ecken liegen 
in z, und z,, und seine Seiten schlieBen miteinander den Winkel #, — 0, 


_ ein. Wie groB ist der 4uBere Radius von K? Man beachte die Spezial- 
falle 0, + 0,= 22; =H; OL, = os Decay 


110. Es seien a und 6 Punkte des Gebietes ©, /(z) bezeichne die 
zu 6b als Aufpunkt gehérige normierte Abbildungsfunktion. Dann ist 
_ %—\f(@)P 


a nlf (a) 


111. Man berechne die normierte Abbildungsfunktion der langs 
der reellen Strecke | =z < + oo aufgeschlitzten Vollebene in bezug auf 
den Nullpunkt und verfolge die Anderung des inneren Radius 7,, wenn | 


a sdmtliche reelle Werte von —oo bis 4 durchlauft. 


112. Es sei L eine analytische Kurve. (D.h. die zu einem beliebigen 
inneren Punkt von L gehérige normierte Abbildungsfunktion sei fort- 
setzbar iiber L hinaus und verschiedenwertig auf L.) Konvergiert der 
im Innern- von L ‘gelegene Aufpunkt a gegen einen Punkt von L, 
dann konvergiert der innere Radius 7, gegen 0. 

113. Es sei a ein solcher Punkt des Gebietes G, da8 in a ein 
relatives Maximum des inneren Radius 7, eintritt. Die zu a gehérige 
normierte Abbildungsfunktion 


r f(z) = 2—a+t ec, (2— a)? +c, (2a)? +--- 


ist dann so beschaffen, daB c, = 0 ist. 
114. Welches ist der geometrische Ort derjenigen Punkte a der 
oberen Halbebene $z>0, in bezug auf welche der innere Radius 7, 


von Yz> 0 konstant ist? 


2* 
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115. Es sei ® ein endliches Gebiet in der z-Ebene, @ ein be- 
liebiger Punkt von &, 7 eine positive ganze Zahl. Vermége der Trans- 


formation y= Ve—a entspricht ® ein in bezug auf den Nullpunkt 
,,n-fach symmetrisches‘‘ Gebiet @. Ein Punkt 2 gehort dann und nur 
dann ( an, wenn 2” -+- a ein Punkt von & ist. Zwischen dem inneren 
Radius 7, von @ in bezug auf a und 7% von W& in bezug auf 2’ = 0° be- 
steht dann die Beziehung 
m=7, . 

Ahnliches gilt fiir den 4uBeren Radius bei der Transformation 2’ = Vz ; 
wenn der Nullpunkt zum Komplement von & gehort. 

116. Es sei » positiv ganz. Man schlitze die Vollebene langs der 
n Halbstrahlen 


Pas 
4/4 2 

|/tslel<to, Bits aoe y=1,2,...,0 
4 n 


auf und berechne 7, fiir das so entstandene Schlitzgebiet. Welchem 
= ie 
Grenzwerte strebt 7, zu, wenn sich a langs der Strecke O<|z| < J. 
2 : ; 
ares == = dem Schlitzendpunkt nahert? 


117. Man berechne den aufSeren Radius des Schlitzgebietes, dessen 
Rand die beiden Strecken —a<z<a, —fPSiz<f sind «>0, B>o. 

118. Es sei G ein beliebiges Gebiet in der z- Ebene, a ein endlicher 
Punkt von G. Die zu a gehérige normierte Abbildungsfunktion / (z) 
und der innere Radius 7, haben folgende Minimumeigenschaft: Unter 
allen Funktionen der Form 


F(z) =2— ad, (z — a)? + ds(z — a)? ---, 


welche in & regular sind, besitzt f(z) den kleinstméglichen Maximal- 
betrag in &; dieses ,,minimum maximorum‘“ ist gleich 7,. Genauer: 
Ist M die obere Grenze von | F(z)| in @, dann ist 


Mvaais 


Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn F(z) = f(z) ist. 

Ahbnliches gilt in dem Falle; wo & den unendlich fernen Punkt 
enthalt, fiir die zu dem unendlich fernen Punkt als Aufpunkt gehdérige 
Abbildungsfunktion und fir den auBeren Radius des Komplements 
von &: die Kreisabbildung ist durch ein ,,maximum minimorum“ aus- 
gezeichnet. 

119. Es sei ® ein in bezug auf die reelle Achse symmetrisches 
Gebiet, a reell. Dann hat die Potenzreihenentwicklung der zu a ge- 
hérigen normierten Abbildungsfunktion nach Potenzen von z— a 


IV. Abschn:, Kap. 2:,§ 4, Nr. 115—120 + § 5, Nr. 121—125. A 


lauter reelle Koeffizienten. Ahnliches gilt fiir die zu dem unendlich 
fernen Punkt als Aufpunkt gehérige normierte Abbildungsfunktion, 
wenn © den unendlich fernen Punkt enthalt. 

120. Es sei & ein in bezug auf den Nullpunkt symmetrisches Ge- 
biet. Dann enthalt die Potenzreihenentwicklung der zu dem Nullpunkt 
gehorigen normierten Abbildungsfunktion nur die ungeraden Potenzen 
von z. Ahnliches gilt fiir die zu dem unendlich fernen Punkt als Auf- 
punkt gehérige normierte Abbildungsfunktion, wenn @ den unendlich 
fernen Punkt enthalt. 


121. Es sei G* ein echtes Teilgebiet von G, 7, und 7% seien 
bzw. die inneren Radien von & und @* in bezug auf einen und 
denselben Punkt von @*. Dann ist 


ee ors, 


Ahnliches gilt fiir den 4uBeren Radius. 

122. Es sei & ein beliebiges Gebiet, a ein endlicher Punkt von & 
und v bzw. RF seien die Radien der gréf8ten bzw. kleinsten offenen 
Kreisscheibe um a, die & angehért bzw. & enthalt. Es ist r>0, 
R=r, R endlich oder unendlich; ferner ist 


ry = Kk. 


Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn © eine offene Kreis- 
scheibe ist. 

123. Das Gebiet @ soll den unendlich fernen Punkt enthalten, 
und 6 sei ein Punkt des Komplements 8 von @&. Wir bezeichnen 
mit y bzw. R den Radius der gréBten abgeschlossenen Kreisscheibe 
um 06, die 8 angehért bzw. der kleinsten, die 6 enthalt. Es ist 
r=>0, R=r, R endlich; ferner ist 


177° Sk: 


Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn % eine abgeschlossene 
Kreisscheibe ist. 

124. Die geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve L habe 
die Lange 7. Wenn a einen beliebigen Punkt im Inneren von L be- 


zeichnet, dann ist 
22rgscl. 


- Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir Kreislinien vom Mittelpunkt a. 
_ Ahnliches gilt fiir den 4uBeren Radius. 


125. Das Gebiet @ habe den inneren Inhalt |GJ|;, und a sei ein 


_ beliebiger endlicher Punkt von @. Dann ist 


? 


7». 
q 
> 


‘ 
H 


|G|j,=2n. 


Das Zeichen = gilt nur fiir die Kreisscheibe |z —a|<1%. 


DD Schlichte Abbildungen. 


126. Das Komplement 8 des den unendlich fernen Punkt ent- 
haltenden Gebietes @ habe den aueren Inhalt |%|,. Dann ist 


| Bleeeae yr. i 


Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn % eine Kreisscheibe ist. 

127. Die geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve L habe den 
duBeren Radius 7 und (in bezug auf einen beliebigen inneren Punkt a) 
den inneren Radius 7,. Dann ist 


SF; 


ih 


== gilt dann und nur dann, wenn L eine Kreislinie ist und a im Mittel- 
punkt von L liegt. 

128. Es sei L eine geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve, 
welche den Nullpunkt enthalt, 7 der auBere Radius von L, 7% der 
innere Radius von L in bezug auf den Nullpunkt. ‘Es sei P(z) ein 
Polynom, dessen niedrigstes Glied a,z* und héchstes Glied a,2” ist, 
P(z) = ag2® + ayy 2*t1 + --- + 4,2", und M bezeichne das Maximum 
von | P(z)|, wahrend z die Kurve L durchlauft. Dann ist 


M=|a,|7, M=|a,|7. 


Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn L eine Kreislinie um den 
Nullpunkt- als Mittelpunkt und das fragliche Polynom eine Potenz von z 
ist, multipliziert mit einer Konstanten. 


129. Die Funktion f(z) sei regular und von positivem Realteil im 
Inneren der geschlossenen, doppelpunktlosen, stetigen Kurve L und stetig 
. im abgeschlossenen Inneren von L. Wenn der Realteil von f(z) auf einem 
Bogen L’ von L verschwindet, dann andert sich darauf der Imaginar- 
teil von f(z) stets in demselben Sinne, und zwar abnehmend, wenn z 
den Bogen L’ im positiven Sinne durchlauft. [III 233.] 

130. Man bilde den Streifen 0 << $z< D so auf den Kreis |w| <1 
ab, daB der Punkt z=7 dem Kreismittelpunkt w = 0 entspricht (D > 1). 
Wie gro8 ist der Bogen auf dem Kreisrand | w| = 1, der bei dieser Ab- 
bildung der reellen Achse Jz = 0 entspricht? (Fir D=2 und D=oo 
klar.) Wie verandert sich der fragliche Bogen, wenn D wachst? 

131. Zwei geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurven L, und L, 
sollen eine endliche Anzahl von gemeinsamen Bogen haben, und es 
soll das Innere von L, im Innern von L, enthalten sein. (L, besteht 
aus einer geraden Anzahl von Bégen, die abwechselnd im Innern und 
am Rand des von L, umschlossenen Gebietes verlaufen.) 

Man bilde zuerst das Innere von L,, dann das Innere von L, auf 
das Innere eines und desselben Kreises ab, so daB beidemal derselbe 
Punkt O im Innern von L, in den Kreismittelpunkt tibergeht. Beide — 
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Abbildungen ordnen den einzelnen Stiicken von L, und L, ganz be- 
stimmte Kreisbégen als Bilder zu. [S. 17.] 

Man beweise, daB die Lange des Bildes irgend eines gemeinsamen 
Bogens von L, und L, bei der Abbildung des (von L, umgrenzten) 
kleineren Gebietes kleiner ausfallt als bei der Abbildung des (von L, 
umgrenzten) gréBeren Gebietes. Beispiel: 130. [129.] 

132. Man suche eine elektrostatische Interpretation von 131. 

133. Zwei geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurven L, und L, 
sollen nur endlich viele gemeinsame Punkte besitzen, die beiden von 
ihnen umschlossenen Gebiete sollen ein gemeinsames Teilgebiet & haben. 
Kin Punkt von © sei mit O, und derjenige zusammenhangende Teil 
von ¥, der O enthalt, mit-T* bezeichnet. Solche Bégen von L, und Ly, 
die zum Rand von {* gehéren, heiBen von O aus ,,sichtbar‘, solche, 
die nicht dazu gehGren, heiBen ,,verdeckt‘'. (Die Bezeichnungen ,,sicht- 
bar‘*und ,,verdeckt“ haben ihre gew6hnliche Bedeutung, wenn £, und L, 
in bezug auf O sternférmig sind.) 

Man bilde zuerst das Innere von L,, dann das Innere von L, auf 
das Innere des Einheitskreises ab, und zwar soll beidemal der Kreis- 
tittelpunkt das Bild von O sein. Die Bilder der ,,sichtbaren‘ Teile 
von L, nehmen einen grdBeren Prozentsatz des Kreisrandes ein, als 
die Bilder der ,,verdeckten‘‘ Teile von L,. (Zur Veranschaulichung 
denke man sich L, als Kreis mit O als Mittelpunkt.) [131-] 

134. Es sei $ ein Bereich, ¢ ein innerer Punkt von %, und & die 
Gesamtheit derjenigen Randpunkte von %, deren Abstand von ¢ nicht 
mehr als 0 betragt. Diejenigen auf der Kreislinie vom Radius @ und 
dem Mittelpunkte ¢ liegenden Bégen, die nicht zu 8 gehéren, sollen 
die Gesamtlinge 0 2 haben. 

Die Funktion /(z) sei regular und eindeutig im Innern, stetig auf, 
dem Rande von %, und zwar soll |/(z)|=a@ in den Punkten von 
®, |f(z)|=A in den itbrigen Randpunkten von % gelten, a< A. 


Dann ist 
Q 


0) |e? A>, 
(Scharfer als III 276.) 


135. Was in der z-Ebene gelegene, einfach zusammenhangende Ge- 


-biet G, sei folgenden Bedingungen unterworfen: 


eee ee Sl 


4. @, ist enthalten im Kreis |z|<a, a> 1. 
2. G, enthalt den Kreis |z| <1. 
3. @, enthalt den durch die Beziehungen 


jz|=1, — %,<arez << O 


abgegrenzten Bogen; O0<a<7. 


24 Schlichte Abbildungen. 


4. Der zu dem unter 3 erwahnten komplementare Bogen auf 
der Peripherie des Einheitskreises, fiir den 


| ge Be 
|2 = 1, O&Sarcezs=I2A— Oy 


gilt, gehoért zum Rande von @,. 
Es sei &, mittels w = },(z) eineindeutig und konform auf den 
Einheitskreis | w|< 1 abgebildet, und zwar sei /,(0) = 0, fn(0) > 0. 
Wird mit wachsendem x der Einheitskreis von ©, nach und nach 
abgeschniirt, d. h. ist lim «, ="0, dann ist 


Nn -> co 

Fane LES TS 
unabhangig davon, wie sich der vom Einheitskreis abgeschnirte Teil 
von @, fiir groBes n verhalt. [Methode III 335.] 


136. Die Funktion 
b b, 
Wis & (Ahk Helly teem na 


sei regular fir |z|>1, und bilde dieses Gebiet (das AuBere des Ein- 
heitskreises) schlicht auf ein den unendlich fernen Punkt enthaltendes 
Gebiet © ab. Es ist dann 


[P+ 2b P+3)oP+--- <1. 


Man hat insbesondere |},|<1 und in dieser letzten Ungleichheit gilt 
dann und nur dann das Zeichen =, wenn & die langs einer Strecke 
von der Lange 4 aufgeschlitzte Vollebene ist. 

137. (Fortsetzung.) Es ist fiir |z| > 4 


1 
pan 


ti 


Das Zeichen = tritt in dem Punkt ©, |e|=1, 9 >1 dann und nur 
dann ein, wenn g(z) die Form hat: * ' 


1 1 4 
= LY oe ee —— pe E 
8 (2) = 2+ dy ~(2 ere 


Wie ist in diesem Falle das Bildgebiet beschaffen? 


Bei der Abbildung in 136 haben simtliche Kurven in der w-Ebene, 
die den konzentrischen Kreisen vom Radius >1 um den Nullpunkt 
z==0 entsprechen, die sog. Niveaukurven (Kreisbilder), den gleichen 
konformen Schwerpunkt 6, [III 129]. Wir wollen 6, den konformen 
Schwerpunkt des Gebietes ® nennen. 
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138. Das einfach zusammenhingende Gebiet @ enthalte den un- 
endlich fernen Punkt und sei symmetrisch in bezug auf einen Punkt P. 
Dann ist P der konforme Schwerpunkt von @. 


139. (Fortsetzung von 136.) Wenn das Gebiet @ den Nullpunkt 
nicht enthalt, dann liegt der konforme Schwerpunkt von @ innerhalb 
des Kreises, der um den Nullpunkt mit dem Radius 2 peveichmet ist. 
Dh, 

| 4 | <2; 


= gilt hier dann und nur dann, wenn & die langs einer vom Nullpunkt 
ausgehenden Strecke von der Lange 4 aufgeschlitzte Vollebene ist. 
[Man wende 136 auf )/g(z?) an.] 

140. (Fortsetzung.) Die Entfernung d eines beliebigen Randpunktes 
von & vom konformen Schwerpunkt von © ist héchstens 2. Es ist 
sogar d < 2, wenn nicht die in 136 erwahnte spezielle Abbildung vorliegt. 

141. (Fortsetzung.) Die Maximaldistanz D der Randpunkte von 
® (Durchmesser des Randes von @) liegt zwischen den Grenzen 2 und 
4, d.h. 

242Ds4; 
= gilt bei der unteren Abschatzung nur dann, wenn @ das AuBere 
eines Kreises vom Radius 1, bei der oberen Abschatzung nur dann, 
wenn @ das Schlitzgebiet in 136 ist. 

142. Unter allen stetigen Kurvenstiicken, die zwei feste Punkte 
_ miteinander verbinden, hat die Gerade den kleinsten 4uBeren Radius. 

143. Das Gebiet © in 136 habe den konformen Schwerpunkt 0. 
Dann ist 


Alsleltrp lela. 


Das Zeichen = gilt nur bei der Abbildung w = 2 + = o reell. 

144, (Fortsetzung.) Bei der in Rede stehenden Abbildung kann 
kein Punkt z um mehr als Ta aus seiner urspriinglichen Lage ver- 
schoben werden. D. h. 


le) —21<)2), [iz 4. 


145. Man untersuche die Verschiebung [144] bei der Abbildung 
des KreiséuBern auf ein spezielles Schlitzgebiet; dies ist berandet von 
der hufeisenférmigen Kurve, die, aus drei geradlinigen Stiicken bestehend, 
die vier Punkte 


a+i6, —a+id, —a—%6, a—10 


26 Schlichte Abbildungen. 


in dieser Reihenfolge verbindet; a>0, )>0. Man beachte insbeson- 
dere den Fall, in dem a gegen 2, 6 gegen O konvergiert, und zeige 
an der Hand dieses Beispiels, da8 die Konstante 3 in 144 durch keine 
kleinere ersetzt werden kann. 


146. Die Funktion 
(AB Ls Pe ae 
sei regular und schlicht im Einheitskreis |z|<1. Dann ist 
| 4, | <2; 


= gilt nur fir Funktionen von der Form 
{ (2) = ————— a reell. (111.) 


[Man wende 139 auf (f(z~1))~1 an.] 

147. Die Funktion 

w=f(z)=z2+a,2%+4,24.--- 
sei schlicht im Kreisinnern |z|< R. Wenn das Bildgebiet G in der 
w-Ebene den Punkt w =o nicht enthalt, dann enthalt es vollstandig 
1s R . 
die offene Kreisscheibe lwl< 7 Mit anderen Worten, wenn d die 
kleinste Distanz des Randes von © vom Nullpunkt w = 0 bezeichnet, 
R : R : j 
dann ist d=—. Es ist sogar d ae wenn (@ nicht die langs der 
18 

Strecke arc w = konst., 1= |w|< + co aufgeschlitzte Vollebene ist. 
/ teal (Ora yj 
; h-* f (2) 

148. Es gilt heatae Verscharfung von 147: Die kiirzeste Rand- 
distanz d genigt der Ungleichung 


Man wende 146 aut; an, wo / ein Randpunkt von & st 


(Vgl. 146.) Gleichheitszeichen wie in 147. 

149, (Fortsetzung von 147.) Wir bezeichnen die Verbindungsstrecke 
von zwei Randpunkten von & als eine Hauptsehne von G, wenn sie durch 
den Nullpunkt hindurchgeht. Jede Hauptsehne von & hat mindestens die 
Lange R. Der auBerste Fall tritt dann und nur dann ein, wenn © die 


langs der beiden Strecken w = +-|w|e!*, a reell, fe <|w|< + coautge-_ 
schlitzte Vollebene ist. (116.) 
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a 


150. (Fortsetzung von 146.) Im Einheitskreis |z|< 1 gilt die Un- 
gleichung 
Jaa Te) 
| 


= gilt nur, wenn das Bildgebiet die geradlinig aufgeschlitzte Ebene 
ist. [Man transformiere den Einheitskreis derart in sich, daB ein be- 
liebiger fester Punkt z,,|z)|<1, in den Nullpunkt iibergeht, und 
wende dann 146 an.] 

151. (Koebescher Verzerrungssatz.) Die Funktion 


f(z) =ztaj2+aze+--- 


sei regular und schlicht im Einheitskreis |z|< 1; es sei ferner 7 eine 
positive Zahl, y <1. Dann gelten in der Kreisscheibe |z|<r7 die Un- 


gleichungen 
Paid 
(1 7)5 


1-17 


4+78 


IA 


f@l=-s 


_ Das Gleichheitszeichen kann nur bei den Abbildungen 


z 
f (2) = (4 + ei*22 rp ees reell, 
eintreten. (150. ] 
152. (Fortsetzung.) In der Kreisscheibe |z|<r gilt 


1b 


ante I \ 


Gleichheitszeichen wie in 151. 
153. Es gilt folgende Verscharfung von 152: Fiir |z| <7 ist 


if 


1+ |a,|r+7 


LANES riaeaae 


Gleichheitszeichen wie in 151. (Verallgemeinerung von 148.) [Vgl. 


Loésung 148, ferner 143.] 
154. Fiir ungerade Funktionen f(z) = — f (— z) kann 152 folgender- 


maBen verscharft werden: 


Tpp=llOls 


- Das. Gleichheitszeichen gilt nur fiir f(z) = ees 
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155. (Fortsetzung.) Es ist 


12 r 
ati ie a 
“hin ne Ned U eg ae ge: 

0 
[Der Inhalt des Bildes von |z|\=o@<y7 ist <a Max |/(z)|? 
III 128.} 

156. (Fortsetzung von 152.) Es sei m eine positive ganze Zahl. 
Es gibt eine Funktion w,(7) von m und 7 allein, O=7<1, so be- 
schaffen, daB fiir ede in 151 erwahnte Funktion f(z) in der Kreisscheibe 
|z|<yr die Ungleichung 


(f° (2) | <n (0) 
gilt. 
157. (Fortsetzung.) Es sei m eine positive ganze Zahl, n=2. Es 
gibt eine nur von » abhangende Konstante w,, so beschaffen, daB fir 
jede in 151 erwahnte Funktion f(z) die Ungleichung 


| an Dn 
gilt. Es sei w, die kleimste Konstante dieser Art; dann ist 


1 (w+ Aye 
(Ds 4 (an — 4yr-2 


158. (Fortsetzung.) Es ist 


= shin rei?) |d0 = [155.] 


159. (Fortsetzung.) Es ist (Verscharfung von 157) 


NS Wn en. 


160. Die Abschatzung von 146 kann man fiir Funktionen 
i (2) = 2+ a,2% + ag23 + Ns wey te: pe 


die im Einheitskreis |z|<4 schlicht und dem Betrage nach kleiner als 
M bleiben, folgendermaBen verscharfen: Es ist M=1 (= nur fir 


f(z) = 2) und 
1 
e Gras tae 
emberieieey 
Wann tritt das Gleichheitszeichen ein? [Man wende 146 auf 
f (2) 


[1 em M tf (Zp 


1) Diese Schranke ist kleiner als: 4 iit 
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161. Die Funktion 
f(z) =z+a,2+a,284+ .-- +a 2+.-.; 
sel regular im Einheitskreis | 2 <1 und bilde diesen auf ein Gebiet ab, 
welches in bezug auf den Nullpunkt stevnférmig ist [III 109]. Dann ist 
|a,|<n, Mo 25S tA: 


Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 


a 


(e)— Geen’ a reell. 


162. Die Funktion 
fl) = 2+ ay2* + age +... tage fo 


sei regular im Einheitskreis |z|< 1 und bilde diesen auf ein konvexes 
Gebiet ab [III 108]. Dann ist 


(Rela ty ME 2, SoA oe 
Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 


oes ace 


das Bildgebiet ist dann eine den Nullpunkt enthaltende Halbebene, 
deren Begrenzungsgerade vom Nullpunkt den Abstand 4 besitzt. 

163. Wenn die Funktion /(z) im Einheitskreis |z| <1 regular und 
-schlicht ist, dann ist das Bild der Kreisscheibe Z| <yvein konvexes Gebiet, 
sofen 7<2—/3=0,26.... Diese Zahl (Rundungsschranke) kann 
durch keine kleinere ersetzt werden. 


, 


3. Kapitel. 
Vermischte Aufgaben. 


164. Wenn die Funktion /(z) im Streifen 0=Rz<a regular, cin- 
deutig und beschrankt ist und daselbst in den Punkten 2, 2, 23,..., 
Zn, ... (2, =Xn +74,) verschwindet, dann ist entweder die Reihe mit 
positiven Gliedern 


e-lnl sin x, + e-lyal SiN %» + e-lysl sin X53 -boeee 4 eal Yn! SIN%, + --- 


konvergent, oder es ist f(z) identisch = 0. [III 297.] 
165. Von dem Koeffizienten 7, (z) der linearen homogenen Differen- 
tialgleichung 


- 


yl") + f(z) y@-D + fo(z)y%-2) + +--+ + frlz)y =0 


J 
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sei vorausgesetzt, daB er eine ganze Funktion ist. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, da& das allgemeine Integral dieser 
Gleichung eine ganze Funktion sei, besteht darin, daB auch die ubrigen 
Koeffizienten f, (z), fs(z), ... fy (z) ganze Funktionen sind. 

166. Die Funktion w= (z) sei regulér (eventuell mehrdeutig) 
im Ringgebiet 0< [2 <0, 0 >0, und geniige dort identisch einer 
Gleichung der Form 


: F(z) w! + F(z)! 1+ +. + Fy (2) w + F(z) = 0, 


wo F(z), F(z), ..., F:-1 (2), Fi(2) in einer Umgebung des Punktes z = 0 
regular sind. Gibt es eine Potenzreihe ¢,+ c,z-+ ¢,.2*-+---, so be- 
schaffen, daB die Funktion (q (2) — cy — ¢,2 — €g22 — +++ — Cy-42"74) 2" 
fiir unendlich viele Werte von ” in der Umgebung von z = 0 beschrankt 
bleibt, dann ist p(z) regular in eee Umgebung von z=0, und es 
ISUSD (2) =, Jey eg ee Cy ; 

167. Die Funktion /(z) sei Hanae und emcee fir R<|z|<oo, 
R>0O. Dann gibt es eine ganze Zahl p=0, eine ganze Funktion G (z 4 
und eine fiir |z| = R konvergente Potenzreihe 


so daB fiir R=|z|< co 
f(a) = 2°? G (ape 


gilt. ‘Wiirde man gleichzeitig in der Voraussetzung und Folgerung die 
Ungleichung R =< |z|< co durch die Ungleichung R < | z| < oo ersetzea, 
so wiirde ein falscher Satz entstehen. 

168. Es sei /(z) = /(x +7) eine meromorphe periodische Funktion 
von der Periode 22, die im Streifen 0<Rz< 22 nur eine endliche 
Anzahl Nullstellen und Pole hat. Man bezeichne mit M (y) das Maximum, 
mit (y) das Minimum von |f(* +7y)| fir O<*<2a. Ist bekannt, daB 

‘lim nee <1 oder daB liminf 


ly|—> co ly|>co |y| 


log os Vee 


so ist (2) sicherlich eine rationale Funktion von e’*. 
169. Es sei f(z) eine analytische Funktion, z=: +7y, und das 
Quadrat des absoluten Betrages von /(z) 


f@) P= 9,9) 


sei eine algebraische Funktion der reellen Variablen x und y. Dann ist 
die Funktion /(z) selbst eine algebraische Funktion von z. 

170. Es gibt keine langs der reellen Achse regulare analytische 
Funktion, die fiir reelle Werte der Variablen jeden Wert im Innern 
eines festen Kreises annimmt. Kurz gefaBt: Es gibt keine analytische 
Peano-Kurve. 
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171. Mansuche + 4 analytische Funktionen /,(2), f(z), ..., /n(2), f(z), 
die sich nicht bloB um konstante Faktoren voneinander unterscheiden, 
in einem Bereiche 8 regular sind und fiir welche daselbst 

, | /1 (2) (2) | + | fe (2 z) | + “a rn Lh fn (2 )] =[/(2) )| 
gilt. 

172. Man suche zwei nicht konstante analytische Funktionen f(z) 
und g(z), die in einem Bereiche % regular sind und fiir welche daselbst 


(2)| = RF(2) 
gilt. [III 58.} 
173. Man sagt, daB zwei ganze Funktionen / (z) und g (z) dieselben 
a-Stellen besitzen, wenn beide Funktionen 


f(z)—a@ g(z)—a 
Pi) ne = ny — a 


ganz sind. 

Man suche zwei voneinander verschiedene ganze Funktionen, die 
dieselben a-, b- und c-Stellen besitzen. (Natiirlich ist b+c, c+a, a+b 
gefordert.) 

174. Gibt es eine ganze Funktion G(z), die den Gleichungen 


GO)=%, Gii)=a, G(2)=4,, ..., GM (n) =ay, 


geniigt, wenn die Zahlenfolge a), a,, a), ... willkiirlich vorgelegt ist? 
(Fir die analoge Interpolationsaufgabe fiir Polynome vgl. VI 75, 
VI 76.) : 

Will man den Satz, daB eine im Bereiche 8 regulare und eindeutige 
Funktion / (z) das Maximum ihres absoluten Betrages an der Begrenzungs- 
linie L des Bererches % annimmt, direkt aus dem Cauchyschen Satz * 


zim Innern von L, 


«nt Jt 


ableiten, so kann man folgendermaBen schlieBen: Es sei |f(¢)| <M 
auf L, dann ist 
M / | ac 
<— /||——_ |= KM, 
Lf) | — 2nd C—2z 


wobei die Konstante K nur von der Kurve L und von der Lage von z, 

nicht aber von der speziellen Wahl der Funktion f(z) abhangt. Man 

kann nun diese rohe Abschatzung verbessern, indem man sie auf [/ (z)]", 

positiv ganz, anwendet: ‘8 
f@PskKM*, |f/@|=K*M 

und nachher gegen unendlich konvergieren 148t. Dann folgt | /(z)|=M. 
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Diese interessante SchluBweise zeigt, daB eine rohe Abschatzung 
sich ev. in eine feinere umwandeln lat, durch passende Ausnitzung 
der Allgemeinheit, innerhalb welcher ihre Giltigkeit bekannt ist. 
[E. Landau; vgl. M. Riesz, Acta Math. Bd. 40, S.340, FuBnote 4), 1916.] 


175. Es sei a eat dak oa |... +a@,2"+... regular fir 
|z|<R und M(r) =|a,| + |a,|7 + |a.|72+---+-|a,|"+--- gesetat. 
Dann ist 

y+o 
M(r) <Mir) < 5 M(r + 0), 6>0,r+od<k. 


176. (Fortsetzung.) Wenn Mt, (7) dieselbe Bedeutung fiir [7 (z)]” 
wie Sev) ur 7 (2) hat, 7 = 15 259, ..., dann 1st 


1 
lim [M, (7)]" = M(r). 
n> co 
177. Man leite mit Hilfe von II 123 einen neuen Beweis fiir den 
Hadamardschen Dreikreisesatz [III 304] ab. 
178. Man zeige folgende Verallgemeinerung von 160: Wenn a, die 
Bedeutung wie in 157 hat, dann gilt unter den Voraussetzungen von 
160 die Koeffizientenabschatzung 


|@,|<@n(1 — M!-*). 


179. Der Bernsteinsche Satz fiir trigonometrische Polynome [VI 82] 
sei in der folgepden unscharfen Form bekannt: Es gibt eine absolute 
Konstante K, K >0, von der Beschaffenheit, da8, wenn ¢ (#) ein tri- 
gonometrisches Polynom nt Ordnung bezeichnet, das absolut genom- 
men 4 nicht iiberschreitet, 


|V'(9)|sn+k 
ist. Man suche einen Weg von dieser Abschatzung zur feineren 


|’ (8) | Sn. 


180. Es gibt ganze Funktionen, die fiir zoo langs eines Halb- 
strahles mit beliebig groBer Geschwindigkeit anwachsen. Genauer ge- 
sagt: Ist q(x) irgendeine fiir x0 definierte, stets positive, monoton 
wachsende Funktion, so gibt es eine ganze Funktion g(z), die fiir 
reelles z reelle Werte annimmt und fiir *« =0 der Ungleichung g(x) > (x) 
geniigt. (111 290.) » 

181. Es gibt ganze Funktionen, die langs der positiven redial 
Achse gegen 0, langs aller iibrigen vom Nullpunkt auslaufenden Halb- 
strahlen gegen oo streben, wenn z gegen co strebt. Kann eine ganze 
rationale Funktion sich so verhalten? 
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182. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die lings aller vom 
Nullpunkt auslaufenden Halbstrahlen gegen oo streben. — Kann dies 
gleichmaBig geschehen? 

183. Es gibt ganze Funktionen, die langs der positiven reellen 
Achse reellwertig sind und gegen + oc, lings aller iibrigen vom Null- 
punkt auslaufenden Halbstrahlen gegen 0 streben. — Kann eine ganze 
Funktion endlicher Ordnung sich so verhalten? 

184. Es gibt ganze Funktionen, die langs aller vom Nullpunkt 
auslaufenden Halbstrahlen gegen 0 streben. 

185. Es gibt ganze Funktionen, die langs derjenigen Halbstrahlen, 
die vom Nullpunkt ins Innere der oberen Halbebene laufen, gegen + 1 
und langs derjenigen, die vom Null punkt ins Innere der unteren Halbebene 
laufen, gegen —1 konvergieren. Die Konvergenz ist sogar gleichmaBig 
in jedem Winkelraum ¢ < arcz< a7 —e, bzw. —a+e<arcz< — +e, 
woée>dO. 

186. Die ganze Ebene sei durch n Feepbien: die vom Null- 
punkt auslaufen, in » Winkelraume eingeteilt. Es gibt eine ganze 
Funktion, die in diesen Winkelraumen (genauer: alsin 185) bzw. gegen 
@, Ay, ..., @, Strebt; a, ag, ..., @ bedeuten willkiirlich gegebene 
komplexe Zahlen. 

187. Man teile die vom Nullpunkt auslaufenden Halbstrahlen 
irgendwie in zwei Kategorien. Gibt es zu jeder Einteilung eine ganze 
Funktion, die langs der Halbstrahlen der ersten Ravens gegen 0, 
langs der der zweiten Kategorie gegen oo strebt? 


Wenn eine nicht konstante ganze Funktion g (z) langs einer stetigen, 
ins Unendliche fiihrenden Kurve einem Grenzwert a zustrebt, so heibt 
a Konvergenzwert von g(z). Z. B. ist 0 ein Konvergenzwert von eé’. 

188. Die Werte 0 und ov sind die einzigen Konvergenzwerte von ¢’. 


oo = 
189. Die Werte \/ = = \z und oo sind die einzigen Konvergenz- 
Fe ae 


werte der Funktion | e 2 dx. 
0 


190. Es sei 7 eine positive ganze Zahl. Die ganze Funktion der | 


Ordnung 
: gent glint 


51 Qn +1)" 514m 44) 


besitzt genau 2m voneinander verschiedene endliche Konvergenzwerte. 
191. Dic Folge der positiven Zahlen 


Ay, a, a>, Oh Oa a ans ¢ 


Los) 


Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsatze 11. 


La 
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sei derart gewahlt, daB die Reihe 


in jedem endlichen Bereich der z-Ebene gleichmaBig konvergiert und 
somit eine ganze Funktion g (z) darstellt. [Man setze z. B. a,,=exp(—m*”).] 
Man zeige, daB die Menge der Konvergenzwerte der so definierten 
ganzen Funktion g(z) die Machtigkeit des Kontinuums hat. Genauer: 
Samtliche Werte 
em ah Em = +1 oder —1 
m=0 
sind Konvergenzwerte. 
192. Wenn eine ganze Funktion langs vom Nullpunkt auslaufen- 
den Halbstrahlen gegen endliche Grenzwerte konvergiert, die alle von- 


einander verschieden sind, dann ist ihre Ordnung =e 


193. Fiir jede ganze Funktion (die keine Konstante ist) ist der 
Wert oo Konvergenzwert. 

194. Die komplexe Zahl a heiBt Picardscher Ausnahmewert der 
ganzen Funktion g(z), wenn die Funktion g(z) — a nur endlich viele 
Nullstellen hat. Wenn ein Picardscher Ausnahmewert existiert, so ist 
er Konvergenzwert. 

195. Die Funktion f(z) sei im Ringgebiet 0 < |z| <1 unbeschrankt 
fortsetzbar. Bleiben hierbei f(z) und alle ihre Derivierten /’(z), /’(z), ... 
beschrankt, so ist f(z) im besagten Gebiet eindeutig und im Punkte 
z= 0 regular. 

196. Ist g(z) eine ganze Funktion vom Geschlecht 0 und « eine 


vorgegebene positive Zahl, so gilt 
|e (2) |<erl?! 

auf allen Kreisen mit geniigend groBen Radien und 
|g (2)| > e-sl#l 


auf gewissen Kreisen mit beliebig groBen Radien. 
197. Es sei M(7) das Maximum, m/(r) das Minimum des Betrages 
emer ganzen Funktion auf dem Kreisrand |z|= 7. Ist 
log log M(r) 


lim sup —~_-—~— = 4 
para at logy 


und 4< 4, dann ist auch 
log log m (7) 


lim sup eae (196, 111 332:] 
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198. Es seien*/,, 4,, 4,, ..., 4,, ... positive Zahlen, die Reihe 
1 1 1 4 
i, Pa. ey Leg eo tua 


sei divergent. Geniigt cine im Intervalle 0</=.1 eigentlich integrable 
Funktion h (¢) der Bedingung 


1 
[th(t)dt=0, Ree Wrath teh 


0 
dann ist /(¢) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle ¢. (Verallgemeinerung von 
1 
II 139.) | | #h(t)dt ist eine analytische Funktion von z, III 298. 
( 


199. Es sei g(z) eine ganze transzendente Funktion von der Ord- 
nung 4< 4. Ihre Koeffizienten seien von 0, ihre Nullstellen w,, w,, 
W,, ..., Wn, ... Voneinander verschieden, w, + w, fir k +]. Geniigt 
eine im Intervalle 0=¢<1 definierte, eigentlich integrierbare Funk- 
tion h(t) der Bedingung 

1 


[grt h(ijdt=0, MNF 235, 


0 
dann ist h(t) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle ¢. [II 139.] 
200. Es sei g(z) eine ganze transzendente Funktion vom Geschlecht 
0 mit lauter reellen, voneinander verschiedenen Nullstellen w,, wg, 
W3,...,Wn, .... Genigt eine im Intervalle 0<¢<1 definierte, eigent- 
lich integrierbare Funktion h(¢) der Bedingung 


1 
| g(@nt) h(t) dt=0, Wad PZ S35 inees 
0 


dann ist h(¢) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle ¢. [Es kann z. B. g(z) =J o( Vz) 


oder cos )z gesetzt werden.| 
201. Man setze 


a a an 
eae sides al@aan a 


Es sollen zwei positive Konstanten 9 und M existieren, so beschaffen, daB 
1. die Folge a), 4,071, 4,072, ..., 4n0~”,... beschrankt bleibt und 
2. | F(z)|=M fir simtliche reellen Werte von z. 

Dann gilt fiir samtliche reellen Werte von z auch 


|F’(2)|=eM, 


and zwar kann das Zeichen = nur erreicht werden, wenn F(z) = A cose2 
+ Bsinoz ist, wobei A, B Konstanten bedeuten. (Verallgemeinerung 


von VI 82.) [III 165.] 
5 
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202. (Fortsetzung.) Ist d der Abstand des Punktes z von der reellen 

Achse (4d =|§z!), dann ist 
| F(z)|= Mee4. 

(Analogon von III 270.) 

203. Die ganze Funktion G(z) unterliege denselben Bedingungen wie 
die Funktion F(z) in 201, auBerdem sei G(z) ungerade, G(— z) = — G(z). 
Dann ist fir reelles z 
ee) 


<=oM. 


eee 


Das Gleichheitszeichen kann nur fiir G(z)=cMsinoz, |c|=1, und 
fir z=0 gelten. (Analogon von VI 81.) [III 166.] 

204. (Fortsetzung.) Man leite 201 aus 203 ab. 

205. Eine ganze Funktion /(z) von der Ordnung 2, A=4, sei 
langs der positiven reellen Achse beschrankt. Bezeichnet ¢ eine positive 
GréBe, so ist, wenn x durch positive Werte ins Unendliche strebt, 


lim x1-4-¢ f(x) = 0. 
%>-+00 


Funfter Abschnitt. 
Die Lage der Nullstellen. 


I. Kapitel. 


Der Satz von Rolle und die Regel von 
Descartes. 


Wir untersuchen in diesem Kapitel reelle Funktionen der reellen 
Verdnderlichen x; insbesondere sind die Koeffizienten ee Pa eae 
der zu betrachtenden Polynome a, + a,x + a,x2+ +--+ a,x" und 
Potenzreihen a, + a,x + a,x? + --- als reell anzunehmen. Wir setzen. 
wenn das Gegenteil nicht erwadhnt ist, die vorkommenden Funktionen 
in den betreffenden Intervallen als analytisch voraus. Jedoch andern 
sich die Satze nur wenig oder gar nicht, wenn allgemeinere Voraus- 
setzungen, z. B. Existenz der Ableitungen bis zu einer geeigneten Ord- 
nung, eingefiihrt werden. Die Nullstellen sind im folgenden stets mit 
ihrer Multiplizitat zu zahlen. 

Wir untersuchen ferner reelle Zahlenfolgen @), 4,, a, ...; sie 
k6nnen endlich viele oder unendlich viele Glieder enthalten; die An- 
ordnung der Glieder ist wesentlich. Der Index m heiBt eine Wechsel-" 
stelle entweder dann, wenn 


iV 
_— 


Am—-14m <0; m 
oder dann, wenn 


an-1 = 4m-2 = °°" = 4n-k+1 = 0 und dee One, 


m =k =2 ist. Im ersteren Falle bilden a@,,_, und @,,, im zweiten @,-; 
und a, einen Zeichenwechsel. Die Anzahl der Zeichenwechsel (= An~ 
zahl der Wechselstellen) einer Folge bleibt ungeandert, wenn man die 
verschwindenden Glieder entfernt und die iibrigen, auch der Reihen- 
folge nach, unverandert 1aBt. 

1. Die beiden Folgen 


Gy Gy Gq, ~~, 4, UNA Ay, Ay_y, Ay_g,-- +, % 


besitzen dieselbe Anzahl von Wechselstellen. 
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2. Durch Streichen von Gliedern kann man die Anzahl der Zeichen- 
wechsel einer Folge nie vergréfern. 

3..Durch Hineinschieben verschwindender Glieder kann man die 
Anzahl der Zeichenwechsel einer Folge nicht verandern. Schiebt man 
in eine Folge ein neues Glied neben ein altes hinein, mit dem es dem 
Vorzeichen nach iibereinstimmt, so 4ndert man die Anzahl der Zeichen- 
wechsel ebenfalls nicht. 

4. Die Folge 


Ay, Ag Ay, Ay + Ag, -+, Un-1 + Gn» In 
besitzt nicht mehr Zeichenwechsel als die Folge a, @,, a,, ...1 Gn. 
5. Die unendliche Folge aj, a, a,..., @,-.. Soll nur endlich 


viele Zeichenwechsel besitzen, deren Anzahl mit W bezeichnet sei. . 
Die aus ihr gebildete Folge 


nN nN 
Ay, Ata, A+24,+4, ...; dota (sla 


hat dann auch nur endlich viele, und zwar héchstens W Zeichen- 
wechsel. [4.] 


Man zeichne in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die 
Punkte (0, a), (1, 4), (2, @), ..., (%, 4), ... und verbinde je zwei sukzes- 
sive durch ein Geradenstiick (dessen Horizontalprojektion also = 1 aus- 
fallen mu8). An der so erhaltenen Figur sind die Wechselstellen der 
Folge a), 4, @,... klar ersichtlich. Die Nullstellen der reellen ana- 
lytischen Funktion 7 (x) sind an der Kurve y = /(x) nicht so vollkommen 
ersichtlich; ‘denn man kann z. B. eine 2-fache Nullstelle von einer 
4-fachen oder eine 3-fache von einer 5-fachen auch an einer sehr ge- 
nauen Zeichnung nicht ohne weiteres unterscheiden. 

6. In einem Intervall, worin stets w(x) >0 gilt, haben die beiden 
Funktionen f(x) und /(x) y(x) dieselben Nullstellen. 

7. Wenn > 0, p, > 0, pp > 0,... ist, so haben die beiden Folgen 


fy, @1, Gen se. . UND GPs GP apo ae 


dieselben Wechselstellen. 

8. Die Funktionswerte f(a) und /(b) seien von 0 verschieden. Das 
Intervall a<% <6 enthalt eine gerade oder eine ungerade Anzahl von 
Nullstellen von f(x), je nachdem /(a) und /(0) gleiches oder entgegen- 
gesetztes Vorzeichen besitzen. 

9. Es seien a; und a von 0 verschieden. Die Teilfolge a;, a)41,..., 
a, 1, %, enthalt eine gerade oder ungerade Anzahl von Zeichenwechseln, 
je nachdem a, und a gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen be- 
sitzen. 
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_ 10. (Satz von Rolle.) Es seien a und } sukzessive Nullstellen 
von /(x) [7(a) = f(b) =0, f(x) +0 fir a<x< b]. Die Derivierte /(x) 
besitzt eine ungerade Anzahl von Nullstellen im Intervalle a <x <b 
{also mindestens eine Nullstelle). 

11. Es seien 74-1 und k+ 1 sukzessive Wechselstellen der 
Folge a, a, @,.... Dann enthalt die Folge der Differenzen 

Qjy41 — Ais > a Aja) we ey ay — Ay-y, Ay yy SeE ay 
eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln (also mindestens einen 
Zeichenwechsel). 

12. Wenn /(x) im Intervall a, 6 N Nullstellen besitzt, so besitzt /’(x) 
daselbst nicht weniger als N — 1 Nullstellen. Dies gilt, gleichgiiltig, ob 
das Intervall a, offen, abgeschlossen oder halb offen ist; es kann sich 
sogar auf einen Punkt reduzieren. 

13. Wenn die Folge 

a SRG Popregre te 7 
W Wechselstellen enthalt, so enthalt die Folge 
Gy — Ay, Ag Gy, 3.., By — Any 
nicht weniger als W — 1 Wechselstellen. 


14. Besitzt f(x) im endlichen Jntervall a<x<b N Nullstellen, 
und ist eine der beiden Bedingungen 


sgf(a)=sgf(a)+0,  sgt(b) =~ sgf'(b) + 0 
erfiillt, so besitzt f(x) in a,b nicht weniger als N Nullstellen. Sind 
beide Bedingungen erfiillt, so besitzt /(x) nicht weniger als N + 1 Null- 
stellen in a,b. 

15. Besitzt die endliche Folge 
4, a, a2, Do) ayn 

W Zeichenwechsel, so besitzt die daraus abgeleitete Folge 

Ao) a, — Ao» a, a ay, eeey an — an-yp —E€y 
nicht weniger als W + 1 Zeichenwechsel. (Abgesehen von dem offenbar 


trivialen Fall, in dem alle Glieder a, der Folge =0 sind.) 
16. Wenn lim/(x) =0 ist, so besitzt /(x) im Innern des Inter- 
>+0o J ; ) n 
valls a, -+ co Fait weniger Nullstellen als /(x). (Ahnliches wie fiir + oo 
gilt natiirlich fiir — oo.) 
17. Wenn lima, = 0 ist, so enthalt die unendliche Folge 
n> oO 


Dy tlk, = Ag hg yy ee AT Bae 


mehr Zeichenwechsel als die Folge . 


* 


GM, Fy, As, icc cn ging CONES 
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18. Es sei « reell, und /(x) soll N Nullstellen im Intervall 0<%< oo 
besitzen. Dann hat daselbst die Funktion 


a f(x) + f(x) 
mindestens N — 1 Nullstellen; sie hat sogar mindestens N Nullstellen, 
wenn die Bedingung um e** t (x) = 0 erfilltiist: 


19. Es_sei « > 0, Gad die unendliche Folge a, @,, a, ...., @n--- 
soll W Zeichenwechsel besitzen. Dann hat die Folge 


Gy, %8,—A, Oo—G, +.., %@y —Ay a, 


mindestens W Zeichenwechsel; sie hat sogar mindestens W-+ 1 Zeichen- 


wechsel, wenn die Bedingung lim a, «” = 0 erfiillt ist. 
n> oo 


20. Wenn die Funktion /(x) im Intervall 0 << %< oo N Nullstellen 


besitzt, so besitzt daselbst die Funktion fil }(x)dx N oder weniger 
Nullstellen. 
21. Wenn die unendliche Folge 


A; a, Ay, re) ay, 
W Zeichenwechsel besitzt, so besitzt die Folge 
Qo; Ay + 4, Ay + a, + A, ieee Ay tat ag+ ++ +a, 


W oder weniger Zeichenwechsel. 


Wir sagen in zwei Fallen, daB die Funktion /(x) in einem Inter- 
vall von konstantem Vorzeichen ist: 1. dann, wenn /(x) stets <0 und 
2. dann, wenn /(x) stets =O im fraglichen Intervall ist. Es sei das 
Intervall a<*x<b in Z+1 Teilintervalle so zerlegbar, daB 

4. {(x) in keinem Teilintervall identisch verschwindet, 

2. f(%) in jedem einzelnen Teilintervall von konstantem Vor- 
zeichen ist, 

3. f(x) in je zwei benachbarten Teilintervallen von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen ist. 

Unter solchen Umstanden sagt man, daB (x) im Intervalla<x<b 
Z Zeicheninderungen aufweist. Die ungeraden Nullstellen einer ana- 
lytischen Funktion veranlassen Zeichenanderungen, die geraden nicht; 
der Begriff der Zeichenanderung ist jedoch auch bei verschiedenen 
nichtanalytischen Funktionen mit Nutzen verwendbar. 

22. Die Funktion /(x) sei von 0 verschieden und von konstantem 
Vorzeichen sowohl in einer gewissen Umgebung der Stelle a, wie in 
einer gewissen Umgebung der Stelle 8. Das Intervall a< x <b ent- 
halt eine gerade oder ungerade Anzahl von Zeichenanderungen der 
Funktion f(x), je nachdem f(a) und /() gleiches oder entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzen. 
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23. Wenn die Funktion f(x) im Intervalle 0<%< oo Z Zeichen- 


anderungen besitzt, so besitzt daselbst die Funktion j f(x)dx Z oder 
weniger Zeichenanderungen. 0 

24. Ist Z die Anzahl der Zeichenanderungen und N die Anzahl 
der Nullstellen von /(x) in demselben offenen. Intervall, so ist N— Z 
eine nichtnegative gerade Zahl. 

25. Ist f(a) =7(b)=0, so befindet sich im Intervall acx<b 
eine ungerade Anzahl von Zeichenanderungen der Derivierten /'(x) . 

26. Die reellen Zahlen A,, A,, ..., A, seien als nichtverschwindend 
vorausgesetzt, und es sel @, << @, << a3 << --- <a. Man kann in mehreren 
Fallen schlieBen, daB die echt gebrochene rationale Funktion 


Ay A, A, 
4 — Gy % — ay Ma Ly 


f(x) = 


nur reelle Nullstellen hat, insbesondere in den folgenden Fallen: 
96d (0) SrA gS Oh 7, Bd Fg OF 
oe waco, oO, aa Ay. 4. = 0, Ay, >0, a vdbige ss) 
A,+A,+-:-+4,<0,1<k<n. 
27. Das trigonometrische Polynom 


f(x) = a, + a, cosx% + a,cos2% + --- + a, cosnx 


mit lauter reellen Koeffizienten a), @,, 4,..-., 4 hat sicherlich nur 
reelle Nullstellen, wenn 


|@o| +|4| + || + Zin +-|@n-1|< an. 


Unter Zeichenwechseln und Wechselstellen des Polynoms. 
Ay + AX + AgK® + +++ + Ay x” 
bzw. der Potenzreihe 
Ay + 41% + aa x* + a,x - --- | 


versteht man die Zeichenwechsel und Wechselstellen der endlichen bzw. 
unendlichen Koeffizientenfolge 


Ap, Uy, Gq, +2 Gn DEW. My My, Ay, Az, 


28. Die Polynome P(x) und P(«x) haben die gleiche Anzahl von 
Zeichenwechseln, wenn a positiv ist. 


42 Der Satz von Rolle und die Regel von Descartes. 
29. Die Anzahl der Zeichenwechsel der Polynome 
P(x) = dy + A, % + Ag x® + +++ + Aya”, © 
P(—*) =a, — a,% + a,x? — --- + (—1)"a, x” 
sei mit W+ bzw. mit W~ bezeichnet. Es ist 
Wt+W-=<n. 
30. Es sei ~ >0. Beim Ubergang von dem Polynom 
Be T+ hy % = Gg Xe ++ Oy x" 
zu dem Polynom 
(~ — x) (4, + a,x + agx* 4+ --- + a,x") 
= 0A, + (Aa, — a) x + (Ha, — ay) x? + --- —a,x"* 
wachst die Anzahl der Zeichenwechsel und zwar um eine ungerade 


Anzahl. [Fiir den Fall « = 1 vgl. 15.] 
31. Es sei « >0. Beim Ubergang von der Potenzreihe 


Ag 1 A, % + ay 8" + a,x -- = -- 
zu der Potenzreihe 
(& — X) (ay + 41% + Gg 9? + +++) = & Ay + (% Ay — Ay) % + (0% Ay — ay) H+ --- 


nimmt die Anzahl der Zeichenwechsel nicht ab. Sie nimmt sogar 
sicherlich zu, wenn die Ausgangsreihe a, + a,x + a,x*4+ --- fiir x= «4 
konvergiert. 

32. Es sei « >0. Beim Ubergang von der Potenzreihe 


Ay + 4% + dg x* + a,x8 +4 «-- 
zu der Potenzreihe 


(& + %) (ay + 4% + a,X? + +++) = 0) + (XA, +a) % + (KA, +a,) x2 +4--- 


kann die Anzahl der Zeichenwechsel nicht zunehmen. 
33. Beim Ubergang von der Potenzreihe 


Ay + 4,% + a,x + a,x +... 


zu der Potenzreihe - 


= Ay + (Aq + 4) % + (ay + a, + ay) x? + --. 


1—%x 


kann die Anzahl der Zeichenwechsel nicht zunehmen. 
34. Es sei a >0. Beim Ubergang von der Potenzreihe 


V. Abschn., Kap. 1: § 3, Nr. 29—41. 43 


zu der Potenzreihe 


ee(agtt Rien gh bees ein ee 
eater n! 
n=0 
kann die Anzahl der Zeichenwechsel nicht zunehmen. 
35. Es seien ~,, p,,..., p, positive Zahlen. Man setze 
a % Gat Poe 
a+ - Sai : 5 
° bi —% * (f1—%) (b2—%) ' (b1— *) (ba — %) -+- (Pa — *) 


=A, +A, + A,x?t... 


(die Reihenentwicklung konvergiert fiir geniigend kleine Werte von x). 


Die Anzahl der Zeichenwechsel der endlichen HOIRG Gy alli wie y GO 5 Ay 
ist nicht geringer als die Anzahl der Zeichenwechsel der unendlichen 
Folge A, A,, Ag, .... [Vollstandige Induktion, 31.] 


36. (Die Zeichenregel von Descartes.) Es sei N die Anzahl der 
positiven Nullstellen des Polynoms a, + @,% + a,x? + --- + a,x" und W 
die Anzahl der Wechselstellen seiner Koeffizientenfolge. Es ist 


W—N=o0. [30.] 


37. (Fortsetzung.) WW— WN ist eine gerade Zahl. 

38. Der Konvergenzradius der Potenzreihe a, + a,x + a,x?+--- 
sel g, die Anzahl ihrer Nullstellen im Intervalle 0< x <0 sei N, und 
die Anzahl der Zeichenwechsel ihrer Koetfizientenfolge W. Dann ist 


N=wW. 


Also insbesondere: Wenn W endlich, auch N endlich. [Neben 31 muB . 

noch die Funktionentheorie herangezogen werden. | 
39. Die Potenzreihe 

3 ee ve it 


he Se eres eee Er 


hat keine Nullstellen in ihrem Konvergenzkreis. (Ihre Koeffizienten- 
folge hat 1 Zeichenwechsel — 37 1aBt sich nicht ohne weiteres auf 
Potenzreihen ausdehnen!) 

40. (Fortsetzung von 38.) Wenn 9 =oo oder wenn g endlich ist 
und a, + 4,0 + 4,9%+ --- divergiert, dann ist W— N eine nichtnega- 
tive gerade Zahl; W ist dabei als endlich vorausgesetzt. 

41. Das Minimum der reellen Zahlen é,, &, ..., &, sei mit &,, das 
Maximum mit &., bezeichnet. Die Anzahl der Nullstellen des Polynoms 


Ay + a, (% — §) + ay (% — §,) (x — §,) Sea - + ay (% = (t= £,)e° -(¥—&,) 
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im Intervall &,,<%< oo ist ebenso groB oder um eine gerade Zahl 
kleiner als die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 


Ao» a1, >, eae an) 


und die Anzahl der Nullstellen im Intervall — 0<x*< &, ist ebenso 
groB oder um eine gerade Zahl kleiner als die Anzahl der Zeichen- 
wechsel der Folge 


Unf Ay dg tb Ag arte epee ed 


(Fir é,= &,=--- =&, mit 36, 37 dquivalent.) [85.] 


42, Es sei A ein positiver echter Bruch, n positiv ganz. Die tran- 
szendente Gleichung 
a (i i lo 


hat eine einzige positive Wurzel; diese wachst monoton mit wachsen- 


dem 7 ins Unendliche. 
a 


-1 
43. Die Funktion lee 4] der positiven Veranderlichen x 
strebt gegen Null fiir x = 0 und fiir «x = + oo und hat dazwischen ein 
Maximum und kein Minimum. 
44. Der Konvergenzradius der Potenzreihe a, + a,x + a,x? + --- 
sei=1. Die Anzahl ihrer Nullstellen im Intervall 0 <x <1 iibersteigt 
nicht die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 


Ao, a+ a, Ay + 4, + Ap, bag fag to Gy 2 or ns 


45. Unter 6 sei das Symbol von Legendre verstanden. Die Glei- 


ible (Bes (ber +(B)o 


hat nur eine positive Wurzel, namlich x =1. [Die Gleichung ist rezi- 
prok, so daB es geniigt, die Nullstellen. im Intervalle 0<%<1 mit 
Hilfe von 44, 33 zu untersuchen.] 

46. Die Gleichung vom Grade 162 


4 2 3 162) tiles 
(se) * + (&) “+(Z,) Bibi + (fe) "= a? 


hat genau 5 positive Wurzeln, die alle einfach sind. [Man untersuche 
die Stelle x = 0,7.] 


chung 


V. Abschn., Kap. 1, § 4, Nr. 42—52 - § 5, Nr. 53. 45 


47. (Zusatz zu 36.) Wenn das Polynom a, + a,x +--+. + a,x" nur 
reelle Nullstellen hat, so ist N= W. 


48. Es seien »,, 2, ..., ganze Zahlen, OX», <3 <---<m, 
0< 4,< %<---<4,. Dannist die Determinante (Verallgemeinerung 
der Vandermondeschen, die dem Fall »,=0, 1,=1, ..., %=n—1 
entspricht) 

| rt eh 

| tet taxes OX" > 
v v 

| On a,” ose ae 


[Man beweise zuerst, daB sie + 0 ist, 36.] 

49. Es sei a, + 0, a, + 0, und es sollen 2m konsekutive Koeffizienten 
des Polynoms a,+ a,x + --- + a,x" verschwinden, m ganz, m=1. 
Dann hat das Polynom mindestens 2m imaginare Nullstellen. 

50. Das Polynom P(x) soll lauter reelle Nullstellen haben, und es 
sei P(0) = 1, P(x) keine Konstante. Setzt man 


1 
: See pe ele ee jie Sap 
P(x) gras las EUgt a5 


dann besitzt das Polynom 1+ 6,% + -+- + 09,27" nur imaginare 
Nullstellen. [49.] 
51. Es sei m ganz, m=1 und 


S(x, Xo, cee Xn) aa ae ruc ve ee 


wobei die Summe >’ iiber samtliche solchen Systeme der nichtnegativen 
ganzen Zahlen /,, /,, ..., J, erstreckt ist, fiir welche 


L+1,+--- bhp 2m 


ist. Die homogene symmetrische Funktion S(x,,%2, ...,%,) der m reellen 
Variablen x,, %., ..., % ist positiv definit, d.h. >0 fiir alle Wert- 
systeme %,, %,, ..., %, mit Ausnahme des einzigen Wertsystems 
Ae 0, Xo —= 0.,, 5. «9,45 = 0. 


52. Das Polynom P(x) =x" -+ --- soll lauter positive Nullstellen 
besitzen. In der Potenzreihenentwicklung 

coh tha Pa 

P(x) "yn ntl ante 


sind alle Koeffizienten B,, By,,, ... positiv. 


53. Die Derivierte eines Polynoms besitzt nicht mebr imaginare 
Nullstellen als das Polynom selbst. 
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54. Die mehrfachen Nullstellen der Ablcitung eines Polynoms 
mit nur reellen Nullstellen sind auch mehrfache Nullstellen des Poly- 
noms selbst. 

55. Wenn ein Polynom lauter reelle einfache Nullstellen besitzt, 
so haben seine sukzessiven Derivierten dieselbe Eigenschaft, und zwar 
liegt jede Nullstelle der (y+-1)*" Derivierten zwischen zwei konse- 
kutiven Nullstellen der y‘". 

56. Die sukzessiven Derivierten der Funktion (4+ x?) + haben 
nur reelle einfache Nullstellen, und zwar liegt jede Nullstelle der »'*" 
Derivierten zwischen zwei konsekutiven Nullstellen der (» +. 1)". 

57. Fiir die sukzessiven Derivierten der Funktion x (1 + x?) ~1 gilt 
ebenfalls das in 56 Gesagte. 

58. Die Legendreschen, Laguerreschen und Hermiteschen Polynome 
kann man bzw. durch die Formeln 


5 (Bidet fora 
Pal) = sari gyn A ies @7 Ll) TG a CHEN. 
a? he 
4 a® == 
? H ee pee oe 2 
FL lenin 


definieren [VI 84, VI99, VI 100]. Man zeige aus dieser Definition, daB 
diese Polynome lauter reelle einfache Nullstellen besitzen, die bzw. in 
das Innere der Intervalle 


ale 4) (0, s+ 0c), (— 90, + 00) 
fallen. (VI 97, VI 99, VI 100.) 
59. Es sei g eine ganze Zahl, g=:2. Man setze 


I OUT ol oa On(x) he 
Te ee) idl a cs ee 
Man ziehe in der Ebene der komplexen Zahlen g Halbstrahlen, die 
vom Nullpunkt aus auslaufend die Ebene in qg gleiche Winkelraume 
teilen; einer dieser Halbstrahlen sei die positive reelle Achse. Man 
zeige, daB die Nullstellen der Polynome Q, (x) , R, (x) auf diesen g Halb- 
strahlen liegen, sich auf jedem Halkstrahl in der gleichen Art verteilen, 
und endlich, da8 die von Null verschiedenen einfach sind. (Der Spezial- 
fall g = 2 ist schon durch 57, 58 erledigt.) 


6 =e ee ea, 


60. Es seien w, » ganz, OS u<ye+yr=n. Keines der Polynome 
y y y 
a+ (1) due = (5 Janos? ee eee =| ( f Janee1¥—? sls Aunty X” 


y—1 


hat mehr imaginare Nullstellen als das Polynom 


ay + (‘ave - (5) aox* he aoe is bs Ee + a,x". 


(Verallgemeinerung von 53.) 
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61. Es seien a,, a,, ..., a, positive Zahlen, die nicht alle denselben 
Wert haben. Man setze 


(x + 4) (+ ay) --- (ta) a+ (T)myat-2-+ (5) mga ee Sn 


die Zahlen m,, m,, ..., m, sind durch Wurzelziehungen zu bestimmen 
und seien positiv gewahlt. m, ist das arithmetische, m, das geo- 
metrische Mittel von a,, a,,...,a,. Man zeige, daB 


mM, > mM, > mM, > >: >M,-) > M,. 


62. Es sei « reell, P(x) ein Polynom. Das Polynom « P(x) + P’(x) 
besitzt nicht mehr imaginare Nullstellen als das Polynom P(x) selbst. 
(Verallgemeinerung von 53.) 

63. Hat die Gleichung ” 


+ a,% + 4,x%7 4 --- + a,x"=0 
nur reelle Wurzeln, so hat 
a, P(x) + a,P’(x) +--- +a,P™ (x) =0 
nicht mehr imaginare Nullstellen als das Polynom P(x) selbst. 


y Sia 3 wanes og ATES POD) 
at. £4 | cael ¥ 3! 


hat nicht mehr imagindre Nullstellen als das Polynom P(x) selbst. 
65. Wenn die Gleichung 


Gy + 4,% + a,x* + --- + a,x" = 0 


nur reelle Wurzeln hat, so hat die folgende Gleichung 


64. P(x) - 


a, ag ay dt 
Asta 7 eapaliggs lac liad 
ebenfalls nur reelle Wurzeln. 


66. Es sei P(x) ein Polynom n‘™ Grades, und die reelle Zahl « soll 
auBerhalb des Intervalls —m,0 liegen. Dann hat o P(x) + x P’(x) 
nicht mehr imaginare Nullstellen als P(x). (Eine von 60 und 62 ver- 


schiedene Verallgemeinerung von 53.) 
67. Es sei Q(x) ein Polynom, dessen samtliche Nullstellen reell 


und auBerhalb des Intervalls 0, m gelegen sind. Dann hat die Gleichung ~ 
@Q(0) + a Q(1) * + a,Q(2)¥° + +> + an Q(m) x = 
nicht mehr imaginaére Wurzeln als die Gleichung 


ly + 4,% + aga? 4 --- a,x” = 0. 
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68. Es sei O< g<1. Die Gleichung 
Ay + aq % + ag gtx® +--+ + ang” x" =0 
hat nicht mehr imaginare Wurzeln als die Gleichung 
Ay + A, % + Ag X* + ++) + a,x" = 0. 


69. Es sei g >0. Die Gleichung 


2 ay + (q+ 973) aya + (Qle + gr!®) ayn? +--+ (gi + q7¥™) anx® = 0 
hat nicht mehr imagindre Wurzeln als die Gleichung 


Ay + a, % + ag x® + -+- + a,x” = 0. 


70. Wenn die Kurve y = f(x) eine Gerade in drei verschiedenen 
Punkten trifft, so liegt zwischen den beiden auSersten Treffpunkten 
mindestens ein Wendepunkt. 

71. Wenn eine Funktion mit einem Polynom (n — 1)**" Grades an 
n-+‘1 Stellen iibereinstimmt, so verschwindet ihre »‘* Derivierte min- 
destens an einer Zwischenstelle. 

72. Es sei « +0 eine reelle Konstante. Die Differenz 
a(%—1) , o(% —1)...(%—" + 2) 


fa fig ee OA Ae ee a Mg sa) 
Oe”) (1-4-4 (oes coe ee ee 


verschwindet fiir x«—0, aber sonst in keinem Punkte des Inter- 
valls —1, oo. 
73. Der Rest der Exponentialreihe 
x” antl ante 
al @+4)l  @arayl A 
verschwindet fiir «= 0, aber sonst fiir keinen reellen Wert von x. 
74, Die n‘* Partialsumme der Exponentialreihe 


2 


x x 
aia Soeteoarh 


an 

n! 

hat keine oder eine reelle Nullstelle, je nachdem m gerade oder un- 
gerade ist. 


75. Die Polynome P,(x), P(x), ..., P,(x) seien +0 und bzw. 
vom Grade m,—1, m,—1, ..., m,—41, die reellen Konstanten 
@, Ay, ..., a Seien voneinander verschieden. Die Funktion 


g(x) = Py(xhe%* 4+- Pa (x) eM +... + Py (x) ev 


besitzf héchstens m1, -} my +--+ -+- m,--1 reelle Nullstellen. 


e 


V. Abschn., Kap. 1: § 5, Nr. 68—76 - §6, Nr. 77. 49 


76. Es sei «,< &:< +--+ < Gy, Bi <Py<---<f,. Dann ist die 
Determinante 


emPr e% Bs er Bn 
ex2Py e%2hs eaPn 
>0d 
ern — eganPs exnPn 
(Verallgemeinerung von 48.) 
Meta tes SCIEN SG,, Gy, ...5 Ges Aj.74a;.<.15 An» reelle Konstanten, 


Ay <A <.45<. ++» <d,. Man bezeichne mit N die Anzahl der reellen 
Nullstellen der ganzen Funktion 


F(x) = ay et + Ay eh% ee + Ay ent 


und mit W die Anzahl der Zeichenwechsel der Zahlenfolge a1, a, ..., Up. 
Dann ist W— WN eine nichtnegative gerade Zahl. (Eine von 41 ver- 
schiedene Verallgemeinerung von 36, 37: man vertausche e* mit x.) 

Beweis. Wir kénnen ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit 
annehmen, daB a,, a, ..., @ alle von 0 verschieden sind. DaB W — N 
gerade ist, sieht man daraus, daB fiir x + — oo das Glied a,e4* und 
tir x—>-+ oo das Glied a,e"* iiberwiegt [8, 9, 37]. DaB W—N=O 
ist, beweisen wir mit vollstandiger Induktion, durch SchluB von W— 1 
auf W, mit Hilfe des Satzes von Rolle [Lésung 75]. In der Tat, wenn 
keine Zeichenwechsel vorliegen, ist N offenbar auch =O und der Satz 
richtig; nehmen wir ihn als richtig an fiir den Fall, daB W—1 Zeichen- 
wechsel vorliegen. F(x) hat W Zeichenwechsel, W21; z. B. sei « +1 
eine Wechselstelle, 104 <n, @,4,41<.0. Man wahle cine Zahl 4 
im Spielraum 2,<4< 4,41 und betrachte die Funktion 


y d[e-**F(x)] 
ax 


Be dads) e'e® 4154,,aq aces 2) etl 4... ta (A, — A) elm, 
Die Anzahl der Nulstellen von F*(x) sei N*; es ist [6, 12] 


F*(x) = e =a,(l,—Nehe+--- 


N*¥=>N—1. 
Die Anzahl der Zeichenwechsel der Koeffizientenfolge 
—a,(A—A,), —an(A—A,), ..., —dalh—Aa), Ga+1(Aati—A), .. 21 En(hn—A) 
sei W*. Es ist ersichtlich 
W*=W —1. 
GemaB der Annahme der vollstandigen Induktion ist 
| W*> N*. 


‘ - > 
Pélya-Szegé, Aufgaben und Lebrsatze IT. 4 
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Aus den drei angeschriebenen Relationen folgt 
WN, 


w. z. b. w. — War es nétig, von vornherein anzunehmen, daB a, ag, ..., a, 
alle +0 sind? Hatte man nicht auch 4=A/, oder 4 =4A,,, wahlen 
kénnen? 
78. Es sei 4,<4,< 4,< ---, lim, = oo. Im Innern ihres Kon- 
N> CO 
vergenzgebietes (einer von links begrenzten Halbebene) hat die Dirichlet- 
sche Reihe 


a,e74® + age-?® 4... + a,e~mt +... 


nicht mehr reelle Nullstellen als die Koeffizientenfolge a,,4,,@3,...,4,,... 
Zeichenwechsel hat. (Verallgemeinerung von 38.) 
79. Es. seien(m und\7 ganz, @,, @5,..%2, Gq, Aq As. Anreee 


Zahlen, die den Bedingungen 
m=1; Nae 2. GL Sey eat te een eee Me he <a ee 
unterliegen. Es soll ferner das Polynom 7 
P(x) = ay Ay)" ag (= Ay) oe Haye = 2)" 
nicht identisch verschwinden. Man zeige, daB die Anzahl WN der reellen 
Nullstellen von P(x) die Anzahl N der Zeichenwechsel der Folge 
Gye apuhapoblivin apay, bedgelli(3 1)" a; 


nicht wbersteigt. [77, 14.] . 
80. Die Anzahl der Zeichenanderungen der Funktion (A) im Inter- 
vall 0<4< ~ sei mit Z, die Anzahl der reellen Nullstellen des Integrals 


F(x) = [olaye*#aa 


mit N bezeichnet. Dann ist N= Z. 

In der Anzahl N sind natirlich nur die im Innern des Konvergenz- 
gebietes (einer von links begrenzten Halbebene) gelegenen Nullstellen 
inbegriffen. [Nicht durch Grenziibergang aus 77, sondern durch sinn- 
gemaBe Ubertragung des dortigen Beweises!] 

81. Die als konvergent vorausgesetzten Integrale 


J iixjtdx — M,,. == 051-203 nee 
0 . 


heiBen die Momente der Funktion /(x). Man betrachte den Fall, in dem 
nicht alle Momente verschwinden [II 139, III 153]. Man nehme z. B. 
M, +0 an und setze 

Bay Pe ee wenn M, +0, 

2. @,= —S844,, wenn M,=0O und nr<uy, 

3. Gy — So a,-,, wenn ay = 0, und: nee. 


V. Abschn., Kap. 1: § 6, Nr. 78—85. 54 


(Die Definition der a, ist rekursiv; zuerst ist das Vorzeichen von Ay, 
festzustellen.) Die Anzahl der Zeichenanderungen von 7(x) ist nicht 
geringer als die Anzahl der Zeichenwechsel der Folpecass. 4, | @sGauniae 
(11 140 ist ein Spezialfall.) 
82. (Fortsetzung von 80.) Die Anzahl der im Innern des Kon- 
vergenzgebietes gelegenen positiven Nullstellen iibersteigt nicht die 
A 


Anzahl der Zeichenanderungen der Funktion ®(4) = /q(x)dx. (Ana- 
logon zu 44.) 0 

83. (Fortsetzung von 78.) Die Anzahl der im Innern des Kon- 
vergenzgebietes gelegenen positiven Nullstellen iibersteigt nicht die 
Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 


a, ay +4,, a,+ 4+ 4,, 


(Verallgemeinerung von 44.) [80.j 
84. Die Anzahl der im Innern des Konvergenzgebietes gelegenen 
positiven Nullstellen der Fakultatenreihe 


1!a, 2!a 3! a 


Gi eest aire ea teat 


iibersteigt nicht die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 
Q@, A+, A+ 4,+ a, -°:. 
[Sie tibersteigt nicht einmal die Anzahl der im Intervalle O0<%< 1 ge- 
legenen Nullstellen der Potenzreihe 
Hx) =a, + a,x + gx +o; 80, 44.] | 
85. Die Koeffizienten ho, p,, bg, --- der nicht abbrechenden ine 


endlichen Reihe 
F(x) = pot bi% + fox? + --- 


seien nichtnegativ, ihr Konvergenzradius seig. Es seien 4,, a, ...; Gn, 
Bee os, ...70,-reell, 


0 2 ys Oy = = I 
Die Anzahl der Nullstellen der Funktion 
ay F(X, x) + a, P(X,%) + +++ + a, F (&, %) 


im Intervall 0<x*<v ist nicht gréBer als die Anzahl der Zeichen- 
wechsel der Folge 


4,, Aya, {7 GERRs ats 2 F Fesetiesy a, + ay phe ag +a, (38, 83]. 


: * 
i 4 
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86. (Fortsetzung.) Ist 0<p,<f,<---<f, und On Bn noch 
im Innern des Konvergenzkreises von F(x)’ gelegen, so ist die Deter- 
minante 


| Flaps) Flot) --- FlasBy) 
| F(a P;) F(%2 Ps) F (2 Bn) ee 
F@nbi) Fleaba) --- Flonbs) | 


Es erhellt aus 36, 41, 77, 84, 85, daB die daselbst betrachteten 
Funktionenfolgen 


| . x, as é 
| =e) (7 =.£;) (arm £5) 
ea | erat erst aD .. 
re es ihe cameise 1 
i ame (GA) 4 (% + 1) (2) 


Hil Oa Xi, Tell Xo eel (Oe @))> 


eine gemeinsame Eigenschaft besitzen: die in einem gewissen Intervall 
gelegenen Nullstellen ihrer linearen Kombinationen mit konstanten 
Koeffizienten tibertreffen in ihrer Anzahl nie die Zeichenwechsel dieser 
Koeffizienten. Worauf beruht diese haufige Giiltigkeit der Descartes- 
schen Regel? 

87. Die Funktionenfolge 


hal), Ing(%), Ral), ...5 Inl2 


soll im offenen Intervall a < x < b der Descartesschen Regel gehorchen. 
D.h. genauer: Wenn 4,, 4, ..., @, irgendwelche reellen Zahlen bedeuten, 
die nicht samtlich verschwinden, so soll die Anzahl der ina<x<b 
gelegenen Nullstellen der linearen Kombination 


a, hy(%) + ag ho(x%) + +++ + Ay In{x) 
die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 


PST in See ER 
nie iibersteigen. 

Hierzu ist folgende Eigenschaft der Folge h(x), h(x), ..., hn(x) 
notwendig: Wenn 1, %, ..., ™ ganze Zahlen bezeichnen, wobei 
1 << 3 <--- < =n ist, dann sollen die Wronskischen Deter- 
minanten [VII, § 5] 


VPA) i) Ane SR, ix) 


os 


V. Abschn., Kap. 1: § 6, Nr. 86 - § 7,-Nr. 87—91 - § 8, Nr. 92-93. 53 


fir a<%*x<b nicht verschwinden, und dariiber hinaus sollen irgend 
zwei Wronskischen Determinanten mit pantie Zeilen gleiches Vor- 
zeichen besitzen. (Zeilenanzahl / = 1, 2, 3» . gesetzt.) [Man achte 
auf die mehrfachen Nullstellen!] 
88. (Fortsetzung.) Insbesondere ist fiir das Bestehen der Descartes- 
schen Regel notwendig, daB im Intervall a< «<b die Quotienten 
Nig(x) — hag(x) Tin(x) 


Iny(ee)” ag)? Tana) 
alle positiv sind und entweder alle standig abnehmen oder alle standig 
zunehmen. 
89. (Fortsetzung.) Essei1 <a =n. Zugleich mit h,(x), ho(x), .. ., An(x) 
erfiillen auch die » —1 Funktionen 


dh dh d Nx- 
ya hg ee Sesh} 22 2 $s CEE SAL 
: dxh,’ as ax hs’ diet dx I,’ 
= d he+1 | ad In-1 ay d Vin 
a ee hy é Phos Ha ao he ; Eni. 7 


die in 87 aufgezahlten Determinantenbedingungen. [VII 58.] 
90. (Fortsetzung.) Das in 87 angegebene, fiir das Bestehen der 
Descartesschen Regel notwendige Kriterium ist auch hinreichend [77]. 
91. Man verifiziere das Bestehen des Kriteriums 87 fiir die in 77 
betrachteten Funktionen e*:”, e427, ..., e4m*, 


92. Es sei 0<.a<b. Verschwindet f(x) an »-+1 Stellen des Inter- 
) valls a,b, und sind alle Nullstellen des Polynoms a)+-@, *+ a@)x*-+:---++a,x" 
_ reell, so ist in einem inneren Punkt é von a,b 


ay f(E) + af (E) + af" (E) + --> + an fM(E) = 0. (63.] 


93. (Verallgemeinerung des Rolleschen Satzes auf homogene lineare 
_ Differentialausdriicke.) Die Differentialgleichung m'** Ordnung 


(*) Y) + yxy) + a(x)" + *-- + palxly = 0 
soll n--41 Integrale h,(x), ho(x), ..., A,-1(%) besitzen, so beschatfen, 
daB fir ax x<b . 
\-1(@) AE Le ok eae 
hy(x) hi(% Mea(x) " he(x) ABH) 
** pare 2 () 
(**) hy(x) > 0, ok AA cae 7 see tea, AIRUHES TIgOUoT 


|Iin-a(*) H,-1(%) «.- We (x). 


gilt. Wenn im Intervalle a<*<6 +1 Nullstellen der Funktion f(x) 
liegen, so liegt darin auch ein Punkt &, so beschaffen, daB ~ 


OE) + pul) OME) + Gal MAO +--+ + gale) (Q) = 0. [VIL 62] 
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94, (Fortsetzung.) Die Folgerung bleibt bestehen, wenn die Vor- 
aussetzung durch die weniger fordernde ersetzt wird, daB f(x) an 
n +41 Stellen mit einem Integral der Differentialgleichung (*) iil:erein- 
stimmt. (Verallgemeinerung von 71, wo es sich um die Gleichung y“) == 0 
handelt.) 

95. (Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der Differentialrech- 
nung auf ein System von Funktionen.) Es sei 


Hy << Hg Sy My 


Das Verhaltnis der beiden Determinanten 


| f.(%1) CAP Pe ery) G(%)  Py(%e) «Pr (Hn) | 
fo(%1)  fo(%2) ---  fo(%n) | - P2(%1) Pa(%2) --- Fal%n) | 
fn(%y) (CBN 2 Enrl%n) | Pn) Pn(X2) tee FnlXn) 
kann dem Verhaltnis der beiden Determinanten 
(1) f(&s) RSs Fe (Ee) . Y (&;) pi(&s) sents (En) | 
AGW Tes) en, fs Ge) : | Po(§) pas) 206 Pi (En) 
| fal) tecti(Sa)bs- tid PSP Eaolen Wahi) 20@, (Sehneetser enn (ae 


gleichgesetzt werden, wenn &é,, &, ..., &,, passende Zwischenstellen be- 
deuten; es ist 


eLearn es eee Cae, aaah be SC Si oS, <a 
96..s ist, 4, <4, <\4.< +). < %, vorduseesetzt, 


AG) ilvs)eob te hin) 
‘fa(%s) fale) 2. fala)! 


fnl%)  fnl%e) >. +. Inl¥n) 
1 4 Seon 41 : Ailey) Tit€s) asped fa ea) | 
jae) BE). OME) 


, 
1 


Cee Hee See te Sa weenanes Feewass 


tise ee each eters Gane f (Es) HEM 


wobei die Zwischenstellen §,, ¢, ..., &, den in 95 angeschriebenen 
Ungleichungen geniigen. 


Les f(x») : ~ fe-D(é) : 


@)(vije) 10.718) :6) 6) 0} el Jeliol-ei('#; 6110) 6) ef 6, 01s) ere. 1ia).e seiko) 


97. 


(6p iy) os (tip Hy 21) (He — Ky 4a) san — Hp) oo (= DN? 


v=l 


€ ist ein passender innerer Punkt des kleinsten Intervalles, das die n 
voneinander verschiedenen Punkte Xq) Xqsle® Hy enthalt; 
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98. je + nh) —(* t) He + ( —1)h) + (5) f+ (n — 298) Zz 
+ (= 1)" f(x) = hf), 


wobei entweder x < E<x+nh oder x+n < &<-». Der Spezialfall 
n = 1 ist der gewdhnliche Mittelwertsatz. 

99. (Eine von 95 verschiedeneVerallgemeinerung des Mittelwertsatzes 
auf Funktionensysteme.) Es sollen die Funktionen h,(x), g(x), ..., In —1(x) 
den Ungleichungen (**) von 93 geniigen, die Funktion /(x) sei beliebig. 
Ist %)<%,<%,<---<%,, so existiert ein ¢, x,<E<-x,, so be- 
schaffen, daB 


2S OR BS ESS ae ere ; 
Vin —4(%1) In-4(%e) .-. Itn—y(%n) | hn 1(E) Bigiis($)iss « hee (é) 
Haay oo fe) ws Ha) H}dnat (bj seirf (6) 


[Vollstandige Induktion; man beachte 89.] 
100. Man beweise 76 auf Grund von 91. 


2. Kapitel. 


Geometrisches uber die Nullstellen 
von Polynomen. 


101. Es seien 2,, 2,, ..., 2, beliebige, im Endlichen gelegene Punkte 
der komplexen Zahlenebene und m,, mz, ..., m, nichtnegative Massen_ 
mit der Summe 1, die bzw. in 2, 2, ..., %, angebracht sind. Der 


Schwerpunkt ¢ dieser Massenbelegung wird durch jede lineare Trans- 
formation der komplexen Ebene, die den unendlich fernen Punkt in 
sich iiberfiihrt, muittrvansformiert. D. h.: wird in dem Bild 2, von z, 
wieder die Masse m, konzentriert, so ist der Schwerpunkt ¢’ dieser 
neuen Massenbelegung identisch mit dem Bild von ¢. 


Im folgenden (102—156) sei unter einem ,,Punkt‘ der komplexen 
Zahlenebene ein beliebiger, im Endlichen oder Unendlichen gelegener 
Punkt verstanden, unter einem ,,Kreis‘‘ eine Kreislinie oder Gerade — 
letztere geht durch den unendlich fernen Punkt hindurch —, unter 
einem ,, Kreisbereich‘‘ ein Bereich, dessen Rand ein Kreis ist. Ein Kreis- 
bereich ist :entweder der abgeschlossene Innenbereich oder der ab- 


_ geschlossene AuBenbereich eines Kreises oder eine abgeschlossene Halb- 


ebene, je nachdem er den unendlich fernen Punkt iiberhaupt nicht 
oder im Innern oder am Rande enthalt. 
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102. Gegeben sind die Punkte 2, 2, ..., %n, 2 und die Massen m,, 
My, ..., My. Es soll z von allen Punkten 2, 29, ...; 2n verschieden sein, 
wahrend unter den letzteren einige auch zusammenfallen kénnen; es sei 


mM, =O, Mie Oyns. ts ily ee OU; M, + Met --- + mM, = 1. 


Gesucht ist ein Punkt ¢, so gelegen, daB bei einer jinearen Trans- 
formation der Ebene, die die x + 2 Punkte 


Ziees com aeen ee a 
bzw. in die Punkte 


Je , / ae 5 San 
41, 9, 43, aon IRE oo; & 


iiberfithrt, ¢’ der Schwerpunkt der Massenbelegurg wird, welche durch 
die in den z, angebrachten Massen m, bestimmt ist (vy = 1,2,3,...,%). 

Es gibt unendlich viele linearen Transformationen, die z ins Un- 
endliche werfen; der Punkt ¢ ist jedoch unabhdngig von der Wahl der 
zugrunde gelegten Transformation. 


Den in 102 definierten Punkt ¢ = ¢,, der durch das Punktsystem 
21, %, ..-» %n, Gurch die darin angebrachten Massen m,, mo, ..., Mn, 
mM, + M,-+--- +m, = 1, und durch den ,,Aufpunkt“ z, der von allen z, 
verschieden sein mu8, eindeutig bestimmt ist, nennt man den Schwer- 
punkt der Massenbelegung m,, m., ..., M», im bezug auf z. Ist z= co 
der unendlich ferne Punkt, so ist €, = ¢€. der gewohnliche Schwerpunkt. 

103. Man denke sich in den festen Punkten z,, %, ..., Z, alle 
méglichen Massenbelegungen von der Gesamtmasse 1, und z sei ein von 
21, 2g) ...» Zn verschiedener Punkt. Die Schwerpunkte ¢, aller derartiger 
Massenbelegungen in bezug auf z fiillen ein Kreisbogenpolygon &, aus. 

104. St, sei das in 103 definierte Kreisbogenpolygon, w,,‘w, zwei 
Punkte von §,. Betrachten wir den Kreis durch w,, w, und z. Derjenige 
Kreisbogen #,, W., der z nicht enthalt, ist in §, enthalten, m. a. W. &, 
ist in bezug auf z kreiskonvex. (Wir nennen §, den kleinsten, in bezug 
auf z Rreiskonvexen Bereich, der die Punkte 2,, 2, ...., 2, enthalt.) 

105. Gehéren die Punkte 2, 2, ..., %, alle einem Kreisbereich K 
an und liegt der Punkt z auBerhalb von K, so liegt das Kreisbogen- 
polygon 8, [103] ganz innerhalb von K. 


Es seien 21, 29, ..., 2, beliebige Punkte und z ein von diesen ver- 


schiedener Punkt. Es mége in allen Punkten z, die gleiche Masse e: 
n 


angebracht sein. Von nun an betrachten wir nur den Schwerpunkt ¢ = ¢, 
dieser speziellen Massenbelegung und nennen ihn kurz den Schwerpunkt 
der Punkte 2;,°%; 2.1/2, in’ bezugiaut @ 
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106. Es sei ¢, der Schwerpunkt VON 2, 2, ..., 2, in bezug-auf z. 


Jeder Kreis durch z und ¢, trennt die Punkte 245 24) 0f.%, 20D. hy ent- 
weder enthalten beide durch den Kreis begrenzten Kreisbereiche etwelche 
Punkte 2,, 2, ..., 2, im Innern oder lieger 2,, 2,, ..., z, samtlich auf 
dem Kreise. 

107. (Fortsetzung.) Gehéren alle Punkte z,, 2, ..., z, einem Kreis- 


bereiche K an, so kénnen nicht beide Punkte z und ¢, auBerhalb K liegen. 
Wenn der eine, z. B. z, auBerhalb K liegt, dann liegt der andere, ¢,, im 
Innern von K, abgesehen vom Falle, daB simtliche Punkte Bint & ty 2n 
in einen Randpunkt von AK zusammenfallen, in den dann auch ce 
hineinfallt. 

108. Die festen Punkte w,, w., ..., w;,, 2 seien zu je zwei von- 
einander verschieden. Die komplexen Zahlen z,, z, ..., 2, seien nur 
der k& verschiedenen Werte w,, wy, ..., w;, fahig. Die Schwerpunkte 
aller derartigen Systeme %, 2, ..., Z, in bezug auf z liegen. tiberall 
dicht in dem kleinsten in bezug auf z kreiskonvexen Bereich, der die 
Punkte w,, w,, ..., w, enthalt. 

109. Die Punkte z,, z, ..., Z, sind fest, der variable Punkt z 
konvergiert gegen z,. Welcher Grenzlage strebt der Schwerpunkt ¢, 
der Punkte z,, 2, ..., Z, In bezug auf z zu? 

110. Der Schwerpunkt ¢, der im Endlichen gelegenen festen Punkte 
2, 2, ..-, %, In bezug auf den variablen Punkt z kann fiir geniigend 
groBe z nach fallenden Potenzen von z entwickelt werden. Man be- 
rechne die beiden ersten Glieder der Entwicklung. 


Im folgenden (111—156) sei unter einer ganzen rationalen Funk- 
tion (Polynom) 7" Grades eine nicht identisch verschwindende Funktion 


nN 


fle) = a+ (1) 2+ (5) aoe + re +(% 


verstanden. Hierbei ist a, nicht notwendigerweise von 0 verschieden ; 
im Spezialfall, wenn a, + 0 ist, sagen wir, daB n der genaue Grad von f(z) 
iat. Wenn 4, = G,_y = -3="4,_ £4) = Oran = 0 ist; “So wollen wir 
sagen, daB /(z) die pee Nullstelle z = 00 besitzt1). In dieser Auf- 
fassung hat jede ganze rationale Funktion n'" Grades im ganzen m Null- 
stellen, von denen ev. einige im Unendlichen liegen kénnen. Durch /(2) 
ist also ein Punktsystem %, 2, ..., 2n,, die Nullstellen von f(z ), in der 
komplexen Zahlenebene bestimmt. Umgekehrt gehért zu jedem Punkt- 


4 ON ila 7 PN 


system eine ganze rationale Funktion, deren Koeffizienten bis auf einen 


1) Bei Einfiihrung uneigentlicher Elemente und Beniitzung homogener Ko- 
ordinaten, wie dies ja mit der projektiven Natur dieser Fragen im Einklang steht, 


_ lieBen sich die speziellen Auseinandersetzungen iiber den unendlich fernen Punkt 
‘und die damit verbundenen Fallunterscheidungen vermeiden. 
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Proportionalitatsfaktor eindeutig bestimmt sind. Wir werden haufig 
von diesem belanglosen konstanten Faktor absehen und von dem Poly- 
nom sprechen, dessen Nullstellen 2,, 2), ..., 2n sind. 

111. Unter dem Schwerpunkt ¢ einer ganzen rationalen Funktion 
versteht man den Schwerpunkt ihrer Nullstellen. Man driicke den 
Schwerpunkt von /(z) in bezug auf einen variablen Punkt z 1. durch 
f(z) und }(z), 2. durch die Koeffizienten von /(z) aus. Man beachte die 
Speziallfalle z= oo und f(z) = 2”. 

112.'Es sei € der Schwerpunkt von /(z) in bezug auf z. Notwendig 
und hinreichend dafiir, daB /(z) nur reelle Nullstellen besitzt, ist, daB 
die Imaginarteile von z und ¢ entgegengesetzte Vorzeichen haben, wenn 
sie nicht beide verschwinden, wie auch z variiert. (z= oo rechnet als 
reelle Nullstelle.) 

113. In bezug auf welche Punkte z der Ebene liegt der Schwer- 
punkt von /(z) im Unendlichen? Was bedeuten fiir diese Punkte die 
Satze 106 und 107? 

114. Es sei /(z) ein Polynom vom genauen Grade n, K ein Kreis- 
bereich, der die Nullstellen von f(z) enthalt, c +: 0. Die Nullstellen der 

z 
Ableitung der transzendenten Funktion e ° f(z) liegen entweder in K 
oder in K+ mc, d. h. im Kreisbereiche, der aus &K durch Parallel- 
verschiebung um den Vektor nc hervorgeht. [Vgl. I1I 33; man betrachte 
den Schwerpunkt von /(z) in bezug auf eine der fraglichen Nullstellen. | 

115. Es sei z, eine Nullstelle des Polynoms n'* Grades f(z), ferner 
x endlich und x = z,, f(x) =0. Dann hat f(z) in jedem Kreise, der 
durch die beiden Punkte 

x und x — (n — 1) (2, — x): 


hindurchgeht, mindestens eine Nullstelle. 
116. Es sei f(z) ein Polynom xe" Grades, dessen sdémtliche Null- 
stellen dem absoluten Betrage nach =1 sind. Es seien ferner «, und 


a, beliebige positive Zahlen, no +4. Dann sind samtliche Nullstellen 
r 
von «,2/(z) — %,/(z) dem absoluten Betrage nach 


}-1 
= Min (1, 1 = et i 
Xo | 


117. Es sei f(z) ein Polynom n'** Grades, dessen sdmtliche Null- 
stellen in dem Kreisring y<|z|<R liegen. Es seien ferner a, und «, 


beliebige positive Zahlen und nt +4. Dann liegen samtliche Null- 
2 


stellen von «,2/'(z) — «,/(z) in dem Kreisring 


rin (1, 


=1 -1 
1— nt ) S|] RMax(1,/1—»%| " 
2 
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118. Ist z, eine im Endlichen gelegene Nullstelle der ganzen ratio- 
nalen Funktion n‘*" Grades /(z), so ist der Schwerpunkt der iibrigen .— 4 
Nullstellen von /(z) in bezug auf z, . 


ery 


Wie ist diese Formel zu modifizieren, wenn z, im Unendlichen liegt? 
119. Das n*° Hermitesche Polynom geniigt der Differentialgleichung 


1°(2) — 2f’(z) + n}(z) =0. 


[VI 100, Losungg).] Man zeige, auf Grund von 118, daB die Hermite- 
schen Polynome nur reelle Nullstellen haben (VI 100, Lésungi). [Man be- 
trachte die hypothetische Nullstelle mit gréBtem Imaginarteil.] 

120. Das Polynom n‘*" Grades, das der Differentialgleichung 


(1 — 2°) f"(z) — 22f"(z) + n(n + 1)f/(2) = 0 


geniigt (das n* Legendresche Polynom, vgl. VI 90), hat nur reelle Null- 
stellen. (VI 97.) 


121. Der Gaufsche Satz [III 31] ist dem folgenden Aquivalent: 
Liegen samtliche Nullstellen eines Polynoms /(z) in einer Kreisscheibe K, 
so liegen auch die Nullstellen der Ableitung /’(z) in K [113]. Man ent- 
scheide, ob folgender Satz richtig oder falsch ist: Liegen samtliche 
Nullstellen eines Polynoms f(z) in zwe: Kreisscheiben K,, K,, so liegen 
auch die Nullstellen der Ableitung in K, oder K,. 


Es seien K, und K, zwei Kreisscheiben oder allgemeiner zwei be- 
liebige Kreisbereiche. Unter m, und n, feste positive Zahlen verstanden, 
nennt man die Gesamtheit samtlicher Punkte 

_ thy teh 


ay Ae tape” | 
wenn 2, und z, unabhangig voneinander K, bzw. K, durchlaufen, einen 
Mittelbereich von K, und K, und benutzt man dafiir die folgende 
symbolische Bezeichnung 
M+, 

K ist durch K,, K,, sowie durch ,, , vollstandig bestimmt. [Vgl. 
 H. Minkowski, Werke, Bd. 2, S. 176. Leipzig: B. G. Teubner 1911.] 

122. Es ‘seien K, und K, zwei Kreisscheiben, deren Mittel- 
punkte z(”, 2” und Radien 7, bzw. 7, sind. Zeigen wir, daB dann 


clave 
My + Ny 


K= 


KS 
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wieder eine Kreisscheibe ist, deren Mittelpunkt 2 und Radius 7 durch 
folgende Gleichungen bestimmt werden: 


(0) ( 
(0) — M122 Ng Ze aniils + N21; 
~ — = , St 
Nn, + Ny Ny + Ny 


K liegt ahnlich zu K, und Ky. 

123. Es seien K, und K, zwei Halbebenen mit parallelen Be- 
grenzungsgeraden, von denen die eine die andere enthalt; der Mittel- 
bereich 


ist dann auch eine Halbebene, deren Begrenzungslinie denen von Ky, 
und K, parallel lauft und den Abstand zwischen diesen in dem Ver- 
haltnis n,:n, teilt. 

124, Es sei f(z) = /,(z) f(z), f1(z) ein Polynom n,'*" Grades, /,(z) 
ein Polynom 7,**" Grades; es liegen sémtliche Nullstellen von /,(z) im 
Kreisbereich K, und samtliche Nullstellen von /,(z) im Kreisbereich Ky. 
Dann liegen die Nullstellen der Ableitung /’(z) entweder in K, oder in 
K, oder im Mittelbereich 


ghee bs aoa sy 
m+n, — 


(Unter Grad ist der genaue Grad verstanden.) 

125. Es sei f(z) eine gebrochene rationale Funktion, deren Zahler 
und Nenner teilerfremd sind; ihre Nullstellen (Pole) seien in der An- 
zahl n, und mégen im Kreisbereiche K,, ihre Pole (Nullstellen) in der 
Anzahl n, im Kreisbereiche K, liegen. (Es kommen nur im Endlichen 
gelegene Nullstellen und Pole in Betracht.) Es sei n, = n,. Dann liegen 
die Nullstellen von /(z) entweder in K, oder in K, oder in dem Be- 
reich K, definiert durch die Zahlen 


Ny — Ny 


wenn 2, und z, unabhangig voneinander K, bzw. K, durchlaufen. 
In Zeichen: 


Ny — Ny 


k= 
Ist m,; =m, und haben die Kreisbereiche K, und K, keine gemein- 


samen Punkte, so liegen sémtliche Nullstellen von /(z) entweder in 
K, oder in Ky. 


V. Abschn., Kap. 2: § 2, Nr. 123—127 - § 3, Nr. 128—130. 641 
126. (2) sei ein Polynom, und die Gleichung 
f(z) =a 


habe ihre sémtlichen Wurzeln in einem Ovale 0,. Alle GréBen a, fiir 
die das zutrifft, liegen dann gleichfalls in einem Ovale 0,. 

127. Es sei f(z) ein Polynom, seine a-Stellen (die Nullstellen von 
7/(z) — a) mégen in einem Kreisbereich K,, seine }-Stellen in einem 
Kreisbereich K, liegen. Unter 7,, », positive Zahlen verstanden und 


b 2 NE is 
Ci Si tts gesetzt, liegen diejenigen c-Stellen von /(z), die weder 
Ny + Ny 
in K, noch in K, liegen, im Mittelbereich 
Ka” K+, Ky 
M+, — 


[Man darf ,, , als ganz annehmen.] 


Unter der Ablettung einer ganzen rationalen Funktion ‘* Grades 
f(z) 1 bezug auf den Punkt ¢, in Zeichen A,/(z), verstehen wir die 
gewohnliche Ableitung, wenn ¢ = oo, und 


Act) = (C— 2) f(@) + nf(2), 


wenn ¢ endlich ist; A;/(z) ist eine ganze rationale Funktion (m — 1)* 
Grades 1). 

128. Es seien die » +1 Koetfizienten von f(z) (in der Schreib- 
weise S. 57) 

Ba eal nates ala ns 
eeend di Ast), 
as sind die » Koeffizienten von bait ; 

129. Es sei ¢ beliebig. Man zeige, daB8 die Operation A; /(z) distri- 
butiv ist: Bezeichnen /,(z) und /,(z) zwei Polynome n° Grades, c, und 
C. beliebige Konstanten, so ist 


A:[e,f,(2) + Co f2(2)] = ¢Arfy(2) + ¢24cfo(2) . 
130. Es sei ¢ beliebig und /(z) ein Polynom n" Grades, /(z) = g(z) h(z) 
eine Zerlegung von /(z) in die beiden Faktoren g(z) und h(z) vom Grade k 
bzw. 1, k+l=n. Man zeige, daB =f 
Az f(z) = g(z) Ach(2) + h(2) Acel2) - 


1) Bei Gebrauch homogener Koordinaten nennt man diese Bildung die 
erste Polare, ‘bei alteren Autoren auch émanant; vgl. Lagiterre, Oeuvres, Bd. 1, 
S. 48. Paris: Gauthier-Villars 1898. 


’ 
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131. Es sei f(z) ein Polynom n'** Grades, ¢, und ¢, zwei beliebige 
Konstanten; die Operationen A¢, /(z) und A ¢, /(z) sind vertauschbar,m.a.W. 


Az [Az f(2)] = 4¢[42,/@] = 45,42, f@)- 


132. Man zeige, daB A;-/(z) dann und nur dann identisch ver- 
schwindet, wenn samtliche Nullstellen von /(z) mit ¢ zusammenfallen. 


Unter dem abgeleiteten System der n Punkte 2%, 2, ..., 2n ™m 
bezug auf einen (n + 1)" Punkt ¢ versteht man die m — 1 Nullstellen 
Z, 2, ..., &., von Agf(z), wenn f(z) das Polynom n‘" Grades ist, 
dessen Nullstellen z,, z,, ..., Z, sind, samtliche Nullstellen richtig ge- 
zahlt (S. 57). Das abgeleitete System ist vollstandig bestimmt, ab- 
gesehen von dem einzigen Ausnahmefall, wenn die +1 Punkte 
21, 2, ..., Sn, C alle zusammenfallen (vgl. 132). 

133. Ist ¢ endlich, so gehéren zum abgeleiteten System in bezug 
auf ¢ im allgemeinen viererlei Punkte: 

4. Die endlichen, von 2, 2, ..., 2n, € verschiedenen Punkte, in 
bezug auf welche der Schwerpunkt von 2%, 25, ..., 2, gerade ¢ ist. 

2. Die mehrfachen, von ¢ verschiedenen endlichen Nullstellen 
von /(z), jede in einer um 1 verminderten Vielfachheit. 

3. ¢ selbst nur dann, wenn es eine Nullstelle von f(z) ist, und 
zwar dann genau mit der betreffenden Vielfachheit. 

4. Der Punkt oo, wenn er eine mindestens zweifache Nullstelle 
von /(z) ist; ferner auch dann, wenn er keine Nullstelle von /(z), aber ¢ 
der gewohnliche, d. h. in bezug auf oo gebildete Schwerpunkt von /(z) ist. 

134. Ein Kreisbereich, dessen Rand sowohl ¢ wie einen Punkt 
des abgeleiteten Systems in bezug auf ¢ enthalt, enthalt selbst Punkte 
des urspriinglichen Systems. 

135. Wenn ein Kreisbereich die Punkte 2, 2, ..., 2, enthalt und 
den Punkt ¢ nicht enthalt, so enthalt er auch das abgeleitete System 
WONl2,, 29) ..% 2,1 Dezus aul oe 

136. Das abgeleitete System der Punkte z,, 2, ..., 2, liegt in 
dem- kleinsten, in bezug auf ¢ kreiskonvexen Kreisbogenpolygon, das 
2, 2, ..., 2, umfaBt. (Verallgemeinerung von III $1.) 

137. Wenn /(z) vom n'® Grade ist, so ist (A;)"~1/(z) vom ersten. 
Man berechne die einzige Nullstelle von (A:)"~1/(z)! 


138. Es sei 
f(z) =a4,+ (7) a,z+ (5) Ay 2 ae 7 = A Any 2") + ayo" 
ein beliebiges Polynom n'e" Grades und ¢,, ¢3, ..., &, beliebige Punkte 


in der komplexen Zahlenebene. Der Ausdruck 


- a 4| 
A(q, Co, ) ey) f(z) a n! A;, “AS aa'G Az, f(z) 
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ist eine symmetrische multilineare Funktion der Variablen (EEN ee 
die man folgendermaBen darstellen kann: 


Aly, Co, Sn) fz) = aX + a, 5, +4544 +--+ Any =n-1 + An2n; 


hierbei sind %,, 5), 23, ..., 2,_1, 2, die elementaren symmetrischen 
Funktionen von ¢,, és, ..., Cn: 


2ee=41, 2=41t04+::-+4, 


=O0+00;+---+0n-1Ln, a) igen CCN ohiG 
Wenn von den Zahlen ¢,, ¢3, ..., C, etwa die k letzten (und nur diese) 
me Unendichen legen, so ist 5, —=2,=—---.==.2,.,=0, 2,= 1, 


sag r . ; & 
ar =H Oto t << +Cn-k PS ee, eee eee Se ey eee see 
a Cle... tae p Zu setzen. 
139. Es sei 


fle) = a+ (ft) a2 + (3) ape? +(," y) an ae + tye 


ein beliebiges Polynom n'** Grades mit den Nullstellen z,, z,, ..., 2, und 


n 


£(2) = by +(t )o, z+ (3) batt + (1.7 4) baat + Oa 


ein beliebiges Polynom n‘*® Grades mit den Nullstellen , ¢5, ..., fy. 
Man berechne A(¢,, Co, ..., Sn) f(z) und A(z,, 29, ..., 2n) g(2)- 


Wenn die beiden Polynome in 139 zueinander in der Beziehung 
stehen, daB 
A(Cr, fa, ..-» Sn) f(z) = 0 


oder, was dasselbe ist [Lésung 139], 
" A(%, 2) -.-1 2n) 8(2) = 0, 


dann heiBen die beiden Polynome /(z) und g(z) apolar. Die Bezeich- 
nung erinnert an das Verschwinden der n'™ Polare Az, Ag, ... Agaf(2)- 
Die Bedingung der Apolaritat lautet: 


ah (tata (f)ator 


“t: le a (, fe 1) An 10, + ( 1)" dn by = 0. 


(139.] Man nennt auch die beiden Systeme 2, 2, ..., 2 und ¢y, C9, ...4 Sn 


zueinander apolar. 
140. Was bedeutet geometrisch die Apolaritat von z, und ¢,, ferner 


die von z,, 2 und ¢,, ¢,? 
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141. Welches sind die Systeme ¢,, 6, ..., n, die zu dem System, 
das aus den Wurzeln der binomischen Gleichung z” — 1=0 besteht, 
apolar sind? 

142. Es sei 2, 2%, ..., 2, irgendein System von Punkten. Es gibt 
nm Systeme ¢, ¢, ..., € mit zusammenfallenden Punkten, die zu dem 
gegebenen apolar sind. Welche? 

143. Das Polynom n‘*™ Grades 


f(z) =1—z2+c2" 


ist apolar zu irgend einem System von Zahlen, deren Summe n und 
deren Produkt 0 ist. 

144. Es sei f(z) ein beliebiges Polynom n‘*™ Grades, dessen samt- 
liche Nullstellen in dem Kreisbereich K liegen. Sind ¢,, f,,...,0,, R<n, 
heliebige Punkte auBerhalb von K, so hat das Polynom (n — k)'** Grades 
A-~, Az... Az,f{(z) seine sémtlichen Nullstellen in K. 

145. Es seien die beiden Polynome n'® Grades f(z) und g(z) zu- 
einander apolar. Jeder Kreisbereich, der samtliche Nullstellen des 
einen Polynoms einschlieBt, enthalt auch mindestens eine Nullstelle 
des anderen. 

146. Es seien die beiden Polynome n* Grades /(z) und g(z) zu- 
einander apolar. Die beiden kleinsten konvexen Polygone, die samt- 
liche Nullstellen von /(z) bzw. von g(z) enthalten, haben mindestens 
einen gemeinsamen Punkt. Allgemeiner haben auch die beiden kleinsten, 
in bezug auf denselben Punkt kreiskonvexen Kreisbogenpolygone, die 
samtliche Nullstellen von I) bzw. g(z) enthalten, mindestens einen 
gemeinsamen Punkt. 

147. Das Polynom 

Neer in Coe 


besitzt stets eine Nullstelle im Kreise |z| <2. 
148. Das Polynom 
1—2z+c2" 


besitzt stets eine Nullstelle im Kreise |z—1|=<1. 
149. Das (k + 1)-gliedrige Polynom 


A 2+ cya! cya! +--+ + Oye, 
4 =?) <V,y <n <--> <n 


besitzt stets eine Nullstelle im Kreise 


folglich im Kreise 


(Verallgemeinerung von 147.) 
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150. Wenn ein Polynom n‘* Grades an zwei Stellen a und 8, a + 0, 
den gleichen Wert annimmt, so hat seine Ableitung mindestens eine 
Nullstelle in der Kreisscheibe, die um den Mittelpunkt dér Strecke ab 


|ja—}| 
2 


mit dem Radius 


ctg— gezeiehnet ist. (Analogon des Rolle- 


schen Satzes in Komplexen.) 
151. Es sei 


f(z) =a)+ (7) A, 2+ (2) Gy 2% + --- feed 1) dyeye aye 


ein Polynom n‘* Grades, dessen sémtliche Nullstellen in einem Kreis- 
bereiche K liegen, ferner 


g(z) = 6, +(7 Jo, 2+(5 Jott +/ My es 


n 


ein Polynom x‘ Grades mit den Nullstellen f,, fy, ..., By. Jede Null- 
stelle y des durch ,,Komposition’‘ entstandenen Polynoms 


h(2) = ay by + (tate + (3) aabez? fee loa 1) 4n-abu-aa** + day 


hat dann die Form 
y=—Bk, 


wo » einen passend gewahlten Index, k einen passend gewahlten Punkt 
in K bezeichnet. (Hierbei ist 00-00 = co und 0-co= unbestimmt zu 
setzen.) 

| 152. Die Nullstellen der Polynome x‘ Grades /(z) und g(z) mégen 
alle im Einheitskreis |z|=<1 liegen, und zwar die Nullstellen von min- 
destens einem der beiden Polynome in |z|< 1. Dann liegen auch samt- 
liche Nullstellen des aus den beiden durch Komposition [151] her- , 
geleiteton Polynoms n‘**® Grades im Kreisinnern |z|< 14. 

153. Das Polynom x‘ Grades /(z) habe samtliche Nullstellen in 
einem konvexen Bereiche &, welcher den Nullpunkt enthalt. Das Poly- 
nom gleichen Grades g(z) habe lauter reelle Nullstellen, die im Inter- 
valle — 1,0 liegen. Das aus den beiden Polynomen durch Komposition 
[151] hergeleitete Polynom ** Grades h(z) hat dann seine sémtlichen 
Nullstellen ebenfalls in &. 

154. Liegen sdmtliche Nullstellen eines Polynoms m'‘*" Grades 


/(2) a a+ (1) a,% = (5) a a4 “- (, ig A age > ss Ane 


im reellen Intervalle — a, a, die des Polynoms ‘* Grades 


g(2) = bo +(i Jo 2+(5 J. arate +(,% 1) ba satt Bch Das” 
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im Intervalle —b, 0 (oder 0, b), dann liegen die Nullstellen des Poly- 
noms n'*2 Grades 


H2) = dyby+ (1) ax0x2-+ (5) axba2? + age (st 1) @n—aPn-a2" + nbn 2™ 


im Intervalle —ab, ab. (a, 6 sind positive Zahlen.) 
155. Es seien sdmtliche Nullstellen des Polynoms n‘* Grades 


@y + G, 2+ aa2*+ --- + ayz" 
reell und die des Polynoms n‘" Grades 
by + 5,2 + 0.2% + --- + dy 2” 


reell und von gleichem Vorzeichen. Dann sind samtliche Nullstellen 
des Polynoms 


Ay by + 40,2 + Ay bgz* + --- + And, 2” 


ebenfalls reell. (z= 0o rechnet als reelle Nullstelle.) 
156. Die Voraussetzungen von 155 beibehalten, sind samtliche 
Nullstellen des Polynoms : 


Ayb5 + 1!a,0,2 4+ 2!a,0,224+ --- +n! a,b, 2" 


reell. 


3. Kapitel. 
Vermischte Aufgaben. 


157. Man zeige aus 
‘ 42\" aut 
lim (: 4 i) = cosz+isinz, 


n> oo 


daB8 cosz und sinz keine imaginadren Nullstellen haben. 
158. Man zeige aus 


daB keine Derivierte von e~* imaginare Nullstellen hat. 
159. Die Besselsche Funktion 


Wo =4— aril) + ati) sig G) + - 
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hat keine imaginaren Nullstellen. Man kann hierfiir aus den vier ver- 
schiedenen Darstellungen 


: 2 — 4n? 

a) Jo(?) = Us ( 42a) P (52) [VI 85}, 
2 

b) Jo(z) =limL,, ( A Se [VI 99, Lésung b)}, 
1 rr . 

0) Jel) = 52 | gizsind dg [III 148, 56], 
2 t 

d) Jo(z) = 2 psa dt [III 205] 


vier verschiedene Beweise erhalten. 
160. Es sei g eine ganze Zahl, g=2. Die ganze Funktion 


sa) 


iG ier @ = Gq)! 


hat keine imaginaren Nullstellen. Man kann hierfiir aus 59 zwei ver- 
schiedene Beweise erhalten. 
161. Es sei 020, 0X 4,=0,<=4,=-- eee += a 
vat Re 
konvergent. Die ganze transzendente Funktion 


ge) =e-#(1 -:) (1 alt -2) ie 


kann als Grenzwert einer Polynomfolge mit nur reellen positiven Null- 
stellen dargestellt werden. 
162. (Fortsetzung.) Ist 


s=14+5 z+o4 aateyiidh 


so haben die Polynome 
1 or i Ja.e+ é 9) aga ot ies ; Ope ae + ay 2", Up bags eee 


nur reelle positive Nullstellen [63]. 
163. (Fortsetzung.) Es ist im Intervalle 0<%=«, 


g(x) <1 
5* 
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und es gilt daselbst allgemeiner 


a a , as a a 
foes eye ct eee ee ema Abita! ao, yo ae 
+ a ptect 51% Gmvane SB eh a ot ate 
d2m 2m es ; 
(ani) an , m= 1, 2, 3, ...- 


[g(x) wird also fir 0<x*%< «a, durch ihre Maclaurinsche Reihe um- 
hillt; 55, 72.] 
164. (Fortsetzung.) Es sei «<1 vorausgesetzt. Die durch das 
Integral 
fe-® g(— 2) cosztdt 


0 


definierte ganze Funktion von z hat nur reelle Nullstellen [63]. 
165. Es seien o, B, f,, Bo, Bs, ... reell, «20, B, +0, und die 


; 1 4 ; : 
Reihe z + B + B +... konvergent. Die ganze transzendente Funktion 
1 (PE 
2\ & ans 
G(z) se eo 8 TPA (1 — a ehh (1 - | eee 
Bis Pa 


kann als Grenzwert einer Polynomfolge mit nur reellen Nullstellen dar- 
gestellt werden. 
166. (Fortsetzung.) Ist 


so ist 
bonita aan m=1,2,3,.... [49.] 


167. (Fortsetzung.) Wenn G(z) keine positiven Nullstellen besitzt 
und 4, 4, 4, ..., @ reelle Zahlen sind, dann kann das Polynom 


a) G(0) + a, G(14)z + a, G(2) 2% + --- + ay G(n) 2” 
nicht mehr imaginare Nullstellen haben als das Polynom 
A taz+a,24 --- + a,2". 


[68, 69 sind Spezialfalle.] 

168. Man zeige auf Grund von 167, daB die Besselsche Funktion 
J,(z) keine imaginaren Nullstellen hat [II 31]. 

169. Man zeige auf Grund von 167, daB die in 160 erwahnten 
ganzen Funktionen keine imaginaren Nullstellen haben. 
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170. Es sei « eine gerade ganze Zahl, «=2. Dann stellt das 
Integral 


fe-* cosztdt = F,(2) 
F | 
eine ganze Funktion dar, die keine imaginadren Nullstellen hat. [167.] 
171. (Fortsetzung.) Wenn bloB « > 1 ist, dann stellt das Integral 
noch immer eine ganze Funktion dar; diese hat, wenn « keine gerade 
ganze Zahl ist, nur endlich viele reelle Nullstellen. 
172. Die Gleichung 


tgz—z=0 


besitzt nur reelle Wurzeln. [26.] 
173. Es sei /(¢) zweimal stetig differentiierbar, /(?) >0, /(t) <0 
f(t) <0 fir 0=<¢=1. Dann hat die ganze gerade Funktion 


= Ino cosztdt 
0 


unendlich viele, und zwar nur reelle Nullstellen. (Verwandt mit, aber 
verschieden von III 205.) [26, III 165.] 
174. Es sei y(t) eigentlich integrabel fiir 0=<*¢=<1. Ist 


[le@|ae=1, 
0 


so hat die ganze Funktion 


1 
F\z) == sila — {rd sinztdt 
0 


nur reelle Nullstellen. [27.] 
175. Es sei /(é) reell und stetig differentiierbar fir O=<?=1. Ist 


1 
HA) = fF @lae, 
so hat die ganze Funktion 


= [i coszt dt 
0 


nur reelle Nullstellen. (Die Bedingung ist insbesondere dann erfiullt, 
wenn /(0)=0, /()=0 fir 0<t<1; vel. III 205.) 
176. Es sei a=2. Die ganze ag 


Se ees = i+5 aot apes 


hat, sowie auch sdmtliche Partialsummen ihrer Potenzreihe, nur reelle 
negative einfache Nullstellen. [III 200.] 
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177. Die Funktion /(é) sei stetig differentiierbar und positiv fiir 
1 

0<t<1, auBerdem soll | f(i)dt existieren. Die durch das Integral 
770 


[1@ edt = F(2) 


definierte ganze Funktion hat keine Nullstellen 


in der Halbebene R#z=0, wenn /(t)>0, 
in der Halbebene Rz=0, wenn (f(t) <0. 


[Nicht analog zu III 205 mittels Grenziibergangs aus III 22, sondern 
durch sinngemaBe Ubertragung des Beweises von III 22.] 

178. Man beweise III 189 auf Grund von 177. 

179. Der Rest der Exponentialreihe 


gti gnte2 gets 
GED! ea Geass) 


verschwindet fiir z= 0, aber sonst in keinem Punkte der Halbebene 
Rz<n, wenn n= 1, 2, 3, ...; m=O ist eine Ausnahme: dann liegen 
die Nullstellen samtlich auf der Begrenzung der Halbebene Rz=<0O. 
(Hieraus folgt leicht 73.) [177.] 


180. Ist Ss 
n=0 


Ay + A, 2 + ag 2? +--+ + ay2™+ .-. = F(z) 


eine ganze Funktion. Bezeichnen wir die Nullstellen von F (z) mit 
Pee LA cc: OSE 


2 
a ; 
—"+1| konvergent, so ist 
an 


konvergent. : 
181. Wenn die Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten 
alle reell und einfach sind, so liegt in dem Intervall zwischen zwei 
sukzessiven nur eine Nullstelle der Ableitung. Ist dieser Satz auch 
fur ganze transzendente Funktionen richtig? 
182. Der Grad des Polynoms H(x) sei =>3. Ist 


F(x) = e#, 


2 
so hat mindestens eine der beiden Funktionen = und pias nicht bloB 
‘reelle Nullstellen. % dx 


Dem Polynom mte2 Grades 


f(z) = ay + ay 2+ ay2t-+ + + age 


V. Abschn., Kap. 3: § 1, Nr. 177—182 + § 2, Nr. 183—184. 7A 


mit reellen Koeffizienten a, a), ..., 4m) @m = 0, ordne man die folgen- 
den drei beglettenden Polynome zu: 

P(zZ, @) = ay + Q2 + ag2(z — W) + ++» + Anz(z—@)--- (z—mM—I10), 
Olz, @) =a, (4+2z—m—1o)(1+z2—m—2a)---(14+ +2z—o)(1+2) 
+a, (1+2—m—10)(1+2—m—2.0)---(4+2z—o)2 
+a, (1+2—m—10)(1+2—m—20)---(z—@)z 


+ am _1(1 + 2—m —1 a) ( 

+ ay, elt ee OD) ( 
R(z,@)=a (1—z2+m—10)(1—z+m—2a)---(4—z+) (14—2) 

( 

( 


+a, (1—z+m—1.0) 
+a, (1—z+m—1o) 1—z+m—20)---(:—o)2 
+ ani(1—z+m—1o)(z—m—20)  ...(z—o)z 
+ am (¢—m—10) (z—m— 20) ...(2—@)z. 


Die drei begleitenden Polynome hangen von einem Parameter w ab. 
Ersetzt man simultan 


z durch —z, w durch —m, ‘a, durch (—1)’a,, v»=0,1,2,...,™, 


so geht 
Q(z,w) in R(z, o) 
uber. 
183. Setzt man 
f(z) ef? ie - Cee ad k>0, 
n=0' 
aed COT REN +41 —m) own 
f(z) (4 — z)-*-} een cata Fi — BY, kganz,k>m—1, 
k+m-1 
3 (k — 1)! k™ in 
f(z) (4 + 2) ope iiss rareean yee k ganz, k=1, 


so lassen sich die Koeffizienten A®, B®, C® durch P(z, o), Q(z, @), 
R(z, w), die begleitenden Polynome von /(z), ausdriicken. 

184. Man beweise die fir w>0, —1+(m—1)ma9<Rz<0 
giltige Formel 


r(t+4] - Ite ete 
Seer aoe ei of © j(t)ae 


und suche analoge Formeln fiir P(z,) und R(z, w). 


GD Vermischte Aufgaben. 


185. Man bezeichne bzw. mit 
Oy oPaer Dens 
die Anzahl der Nullstellen der Polynome 
12), ees) er (57) a ae) 


im offenen. Intervalle a<z<b. Es geiten folgende Ungleichungen: 


= 0 
TO? <= PO, Soo er 
al 0 0 
0 =a, eee 928, varie 
1 =] 0 0 ce-1 
Boe Mo ee) 2 eS eee ee 


Vorausgesetzt ist dabei, daB w > 0; in den Ungleichungen der zweiten 
Zeile muB noch (m—1)@<1, in der letzten Ungleichung der ersten 
Kolonne w~1 eine ganze Zahl sein. [38, 80.] 

186. (Fortsetzung.) Vorausgesetzt, daB /(z) in den Endpunkten 
des betr. Intervalls (also in z= 0, bzw. 1 bzw. — 1) nicht verschwindet, 
kann man den vorangehenden Ungleichungen noch hinzufiigen, daB die 
Differenz der beiden Seiten eine gerade Zahl ist (ev. 0). — Warum muB 
betreffend die Stelle z= + oo nichts Neues vorausgesetzt werden? 

187. Die drei in 183 erwahnten Potenzreihen haben folgende Eigen- 
schaften: 

4. Sie enthalten nicht weniger Zeichenwechsel, als das Polynom 
f(z) beziiglich im Innern der Intervalle 


(0, +00), (0, 1), (0, +00) 


Nullstellen besitzt. 

2. Die Anzahl der Zeichenwechsel nimmt ab oder bleibt unver- 
andert, wenn k wachst. 

3. Die Anzahl der Zeichenwechsel erreicht die Anzahl der Null- 
stellen von f(z) in dem beziiglichen Intervalle, wenn k geniigend 
groB ist. 

188. Dem reellen Polynom m** Grades /(z) ordne man als viertes 
begleitendes Polynom 


Tee, c0) = f(m o)—(2) f(A.) 24 (9) fa = Ben) 28-4 (—4)™1(0) 2" 


zu, w>O0. Es bezeichne analog wie in 185 $2 die Anzahl der Null- 
stellen von J(z,w) in dem offenen Intervall a<z<b. Es bestehen 
dann die Ungleichungen 


0 0 
fone Oe SS Wo. maa og * * 


Wird /(0) 20, f(m w) 0 vorausgesetzt, so kann man noch hinzu- 
fiigen, daB die Differenz der beiden Seiten eine gerade Zahl ist. 


V. Abschn., Kap. 3: § 2, Nr. 185—189 . § 3, Nr. 190—194. 73 


189. Die Anzahl der Nullstellen des reellen ‘Polynoms m**" Grades 
f(z) im Intervalle mo <z<oo ist nicht gréBer als die Anzahl der 
Nullstellen des Polynoms s. 


Am (0) + (71) am 24 0)2-+ ("2) am fojat + = + HO) 2 
im Intervalle 0<z< 1; hierbei bedeutet 


4° ((0) = fo) = (1) =A) + (3)0=20) — -- + (1°70), 


POW Peo 


190’). Man kann jedes vorgelegte Polynom als Quotienten zweier 
Polynome so darstellen, daB der Nenner keine Zeichenwechsel und der 
Zahler ebensoviel Zeichenwechsel aufweist als das vorgelegte Polynom 
positive Nullstellen besitzt. 

191. Es sei das Polynom m'*™" Grades /(x) so beschaffen, daB, 
mit P(x) ein beliebiges Polynom bezeichnet, das Produkt P(x) f(x) 
mindestens m Zeichenwechsel mehr aufweist als P(x). Hierzu ist not- 
wendig und hinreichend, daB f(x) nur reelle positive Nullstellen besitzt. 

192. Es sei das Polynom /(x) so beschaffen, daB, mit P(x) ein 
beliebiges Polynom bezeichnet, P(x) f(x) + P’(x) nicht mehr imagindre 
Nullstellen besitzt als P(x). 

Hierzu ist notwendig und hinreichend, daB f(x) = a— bx ist, wo 
a beliebig, b=0O. 

193. Wenn das Polynom /(x) die Eigenschaft hat, daB fiir alle 
positiven ~ die Gleichung /(x)-+%=0 nur reelle Wurzeln besitzt, 
dann ist /(x) héchstens vom zweiten Grade. Sind die Wurzeln derselben 
Gleichung alle reell und alle eines Zeichens, so ist /(«) vom ersten | 
Grade. 

Dies ist geometrisch evident; man wiinscht einen Beweis, der auf 
anderen Prinzipien beruht. 

194. Der mit reellen a, a,, a, 0, 0,, 5, aufgebaute Ausdruck 


G20 — ay ay b; dy + dy dy BF — 2 Ay dy by by + Aj dg by — A, ay bod, + ah 
ist dann und nur dann negativ, wenn die beiden Polynome 
{@) = agx7-+ a,x+4@,, g(x) = box? + b,x + by 


reelle und einfache Nullstellen haben, die sich trennen, d.h. so legen, 
daB die beiden Nullstellen des einen Polynoms eine und nur eine des 
anderen zwischen sich enthalten. 


1) Von 190 bis 195 handelt es sich um Polynome mit reellen Koeffizienten. 
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195. Es sei P(x) ein Polynom mit nur reellen Nullstellen. Dann 
gibt es im allgemeinen keine primitive Funktion von P(x), die nur 
reelle Nullstellen besitzt. Genauer: Bezeichnet den genauen Grad 
von P(x) und bestimmt man die reelle Zahl a, so daB das Polynom 
(n + 4)'" Grades 


x 


Q(x) = [ P(x) dx 


a 


eine Maximalanzahl von reellen Nullstellen enthalt, so kann man be- 
haupten, daB diese Maximalanzahl 

=D ithe = 4\. 

3 tr ==2, 4,0) Se, 

sa eft sop se-9555.07 phn: « 


ist, und mehr behaupten kann man nicht, denn das Gleichheitszeichen 
kann bei allen betreffenden m fiir ein passendes P(x) sich tatsachlich 
einstellen. 

196. Es sei L das Maximum der absoluten Betrage der Koeffi- 
zienten des Polynoms 


f(z) = gr ayers Se dele Ht liste Gn » 
und 2Z,,2,...,2, selen die Nullstellen von /(z). Dann ist 


(4+ [2 )) (4+ ]zel) 22. (4 +] zn) 2" yn +41. [II 52.) 


Sechster Abschnitt. 


Polynome und trigonometrische 


Polynome. 
Setzt man cos#=x, dann sind 
& ‘ sin (n +1) 3 a 
(x) =cosnd,  U,(x)= 4 ; Ps) = maniacs ie OE bes Bee 


Polynome n'‘*? Grades von x (Tschebyscheffsche Polynome), und zwar 
ist der héchste Koeffizient von T,(x) gleich 2"~1, der von U,(x) gleich 
een — 4°2,5,... - 

1. Die Nullstellen von T,(x) und U,(«) sind saémtlich reell, von- 
einander verschieden und liegen im Innern des Intervalls —1;1. Man 
bestimme diese Nullstellen. 

2. Man beweise die folgenden Relationen: 


Fin+1(%) as “1, (x) aE (4 Pre x*) Un_1(%) , 
Vila) =U 5 a(x) T(x) 5 Nix AE 3) oo: 


3. Die Polynome T,,(x) und U,(x) geniigen den folgenden Differen- 


tialgleichungen: 
(1 — x4) Ty (x) — xT,,(x) + ?T,(x) = 


(1 — x9) UR (x) — 3xU, (a) + n(n + 2) Un(x) = 0. 
4. Fir T,(x) und U,(x) gelten die Orthogonalitatsrelationen 


1 
/ pA hele re ATEN byt 
a yi an 


1 m,n=0,1,2,...; M2n. 
[V1 — #2 U(x) U,(x) dx =0, 
=1 
Man berechne diese Integrale fir m=n. 
5. Es ist 
diglX) oresst (—1) 1 — 98nd, 


yi—# 1°3+5-+-(2n— nee 


fA rd 1) wD) pay ayn 
Miter aact dl dea. cae 


yi — 2 U,(x) = 
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6. f(x) sei im Intervall —1=%=1 definiert und habe dort eine 
stetige u'e Ableitung. Dann ist 


we { MA 
= (n) vy) anodd. 
[re2so cosn dd Cee ee Oe aft (cos?) sin 
7. Es gelten fir =A, 2,3; s..,. 12721 die Ungleichungen 
UREA age is mene 


In der ersten Ungleichung wird das Gleichheitszeichen an genau 
n+4 Stellen, namlich an den ~»—1 Nullstellen von U,_,(%) und 
auBerdem fiir x= —1 und x=1 angenommen. In der zweiten Un- 
gleichung gilt das Gleichheitszeichen nur fir x= —1 und x=—1. 


Unter einem trigonometrischen Polynom n‘*t Ordnung MERE: 
man einen Ausdruck der Form 


e(9) = Ap + A, cosh + mw, sind + A,cos2h + uysin2d + --- 
+A,cosn3 + u,sinn? . 


Sind alle mw, gleich 0, so ist g(#) ein Kosinuspolynom n‘* Ordnung. 
Sind alle 4, gleich 0, so ist g(#) ein Sinuspolynom n‘* Ordnung. 

8. Ein Kosinuspolynom n‘* Ordnung 1aBt sich stets in der Form 
P(cos#?) schreiben, wo P(x) ein Polynom zx*® Grades ist. Das Um- 
gekehrte ist auch richtig. 

9. Ein Sinuspolynom x‘ Ordnung 14Bt sich stets in der Form 
sin? P(cos#) schreiben, wo P(x) ein Polynom (nm — 1) Grades ist. 
Das Umgekehrte ist auch richtig. ’ 

10. Das Produkt von zwei trigonometrischen Polynomen bzw. von 
m‘* und n‘* Ordnung ist ein trigonometrisches Polynom (m + n)te 
Ordnung. 

11. Ein trigonometrisches Polynom x‘ Ordnung mit lauter reellen 
Koeffizienten 


g(P) = 1p + A, cosh + wy sind + A,cos29 + muysin2d + - 
+ A,cosn 3 + u,sinnd? 
1aBt sich in der folgenden Form schreiben: 
g(d) — end G(et*) ; 
WO G(z) = uM + Uy 2+ U2? + +++ + Ugyn22" ein Polynom 2n' Grades 
bezeichnet, das ungeandert bleibt wenn man zum reziproken Polynom 


iibergeht und gleichzeitig die Koeffizienten durch die konjugiert- 
komplexen Werte ersetzt: 


G(2) = tan + Uan—12 + Wan 2® + +2 + hg 22” = 22"G(z-) . 


Man berechne die Koeffizienten 1%, u,, Up, ..., Ugn- 
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12. Bezeichnet G(z) ein'Polynom 2 Grades, fiir welches iden- 
tisch i -: 
sch in z 22"G(2-2) = (2) 
gilt, dann ist 
e-"? G(et 3) <4 g(3) 
€in trigonometrisches Polynom u‘** Ordnung von # mit lauter reellen 
Koeffizienten. 
13. Es sei G(z) ein Polynom 2 n'*" Grades und 
22G(z-1) = G(z). 
Wie sind die Nullstellen von G(z) in der komplexen Ebene verteilt ? 
14. Ein trigonometrisches Polynom n** Ordnung mit lauter reellen 
Koeffizienten 
g(?) = 4, + A, cos? + wu, sind + A,cos20 + wysin2e+ --- 
+A, cosn? + u,sinn?d, 
in welchem 4, und mu, nicht beide verschwinden, besitzt genau 2” 
Nullstellen, wenn fiir # sowohl reelle wie auch komplexe Werte zu- 
gelassen und mehrfache Nullstellen ihrer Multiplizitat entsprechend 
gezahlt werden. (#% und #+ 22 gelten als nicht verschieden.) 


15. Man bestimme samtliche trigonometrischen Fees n'* Ord- 
nung 
g(3) =A, +4, cos? + uw, sind + A, cas 2 + My sin2d ne 
+1,cosn# + u,sinn?, 
die lauter reelle Koeffizienten haben und in & und # identisch die 
folgende Relation erfiillen: 


Delo seal eh ~ 8) =8(0—6). 


sin oO 
16. 5 + cost + c0s2-+ +++ + cosn? =, ; 
2 sin — 
2) 
sin cos" =" 9 
cos? + cos2% + cos3# + ++» + Tan eo ER 
sin— 
2 
sin2n? 
cos? + cos3# + cos # + -+- + cos(2n — 1)0 = ahh 
sin” osin™ = * 9 
sind? + sin20 + sin30+ ---+sinnd= Singh Kear SO 


in-— 
<S) ,) 
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17 sin? sing?  sindé sin(2m—1) 9 al 
“sind sind sind | sind? ~ \ sind 
Was folgt hieraus fir #=0? 
18. Y\2 
sin(n + 1) 
n +t 4\ 2 
-——— + ncost? + (n — 1)cos20+---+ cosnd = 5 
sins 


19. Wo liegen die Nullstellen der trigonometrischen Polynome 


4+ cos? + cos2? + --- + cosn#, ‘cos? + cos20 + --- + cosnd, 
cos? + cos3 3 + cos #+ --- + cos(2n — 1), 

sind + sin2e+4+ ---+sinn#, sin? + sing 2+ --- + sin(2n — 1)9, 
a 


+ ncos? + (n — 1)cos23+ --- + cosnd? 
20. Man zeige die Identitat 


cos? + cos2%+ --- +cosnd = sin (n + 1) bctg 5 cost" 


21. Man zeige, daB 


sin? + sin2d-+ . 2 inn 6 eee 1) 0 


fir 0<0<a nichtnegativ ist. 
22. Die arithmetischen Mittel der Teilsummen der Reihe 
4+ cos? + cos2%+ cos3#+ --- + cosnt-+ --- 


sind fiir jedes # nichtnegativ; sie konvergieren mit wachsendem 7 
gleichmaBig gegen 0, wenn e<0<2n—e, &>0 ist. 
23. Das trigonometrische Polynom 


A(n, 8) = sind + RE SD? 4. ees 
hat im Intervall 0<= Ss <a an jeder der Stellen , 3— 
oe or 4 n = 4? 
yaenre vee, (2Q— ee ms ji (und nur an diesen) ein relatives Maximum 
und an jeder der Stellen sd ees as Pe Ga (und nur 
’ n n n , nN 


an diesen) ein relatives Minimum, g = a : 


VI. Abschn.: § 3, Nr. 1728. 79 


24. (Fortsetzung.) Die Maxima von A(n, 0) im Intervall 
0=#8=a2 nehmen monoton ab, so daB das absolute Maximum von 


A(n, 9) im ganzen Intervall 0<%=<7- gleich A(n, 4) ist. [20.] 
n 


25. (Fortsetzung.) Die Maxima A(n, | wachsen, mit 
monoton, und es ist ae 


: mM sin? 
li ee ee Ea 
aim A (n, =) | oe wus 1,8519, : 


0 


26. Das trigonometrische Polynom 


B(n, 8) =cosd “eee fe om A age cosnd 
n 


hat im Intervalle o<%<a an jeder der Stellen 0, an, aie gts 
n n 
- 2 ‘ ; 3 ‘ ‘ 
. ay (und nur an diesen) ein ag Maximum und an jeder der 
. 2% 2% 2a 
Stellen - , Goce 

nd) ged ee een 


(und nur an diesen) ein 


relatives Minimum, / = Ee g= E ; ! ‘ 
27. (Fortsetzung.) Das trigonometrische Polynom B(x, #) nimmt 
i: ' « igen | tek ‘] 2n 
seinen kleinsten Wert fir ? = | ae a 4 an. [21.] 
28. Es ist fir O<?<2a und n = 1, 2, 3, 
Bin, 8) = cos + 528 4 C837 ee Sie 


3 


/(8) sei eine nach 22 periodische, im Intervalle O=< 0 = 22 eigent- 
lich pent Funktion. Die Konstanten 


ee ay ee ee Sr 


an= ss [r,cosnvas, es =i fr #)sinnddd, n=0,1,2,...; b=0, 
4 
0 


-nennen wir die Fourierschen Konstanten, die formal gebildete Reihe 
Ay + 2a; cos + 26, sind + 2a,cos29 + 2b,sin2% + --- 
+ 2a,cosn# + 2b,sinn? + --- 
| die Fouriersche Reihe von /(#). Wenn /(#) von beschrankter Schwan- 
kung ist, dann ist diese Reihe konvergent mit der Summe 


(9 +0) + (9 — 0). 
2, 
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29. Die Funktion /(#) sei periodisch, /(# + 2”) = f(#). Jede der 
folgenden Gleichungen (bzw. Gleichungspaare) 


1 (—*9)= f(%), 
2 {(— 3) = —f(8), 

{(9 + 2) =—f (9), 
4a (—-d= 79), *#®+a)=—/(), 
4b (-— 38) =—/(@0), *#O+a)=—-7(), 
5. ; {(9 + 2) = f(9) 


bedeutet eine besondere Symmetrieeigenschaft der Bildkurve y = /(x). 
Man zeige, daB das Vorhandensein einer solchen Symmetrieeigenschaft 
an dem Verschwinden unendlich vieler Fourierschen Konstanten be- 
merkbar ist. 

30. Wie lautet die Fouriersche Reihe eines trigonometrischen 
Polynoms 2** Ordnung /(#) ? 

31. 7 und » seien positive ganze Zahlen. Es ist 


a | (200s o\cos (* —») 940 = Esp ; 
De 2) yy v 


32. Die Zahlenfolge 
ao, a, OFe a5, bs, OU) an; Dn, 
sei von der Beschaffenheit, daB die ,,trigonometrische Reihe“ 


Ay + 2a, cos? + 2b, sind? + 2a,cos2% -+ 2b,sin23 +4 --- 
+ 2a,cosnd + 2b,sinnd + --- 


® 


gleichmaBig konvergiert fiir alle Werte von # und also eine nach 2n 
periodische stetige Funktion /(#) darstellt. Wie lautet die Fouriersche 
Reihe von /(#)? 


oo 


33. LESS Deer {é — [x], wenn x nicht ganz ist, 
n 3%, wenn x ganz ist. 


n=1 


34. Man zeige 


2. hin cos2n9 8 Ky sin?nd 


|sind| = = — — pe clade aig ees hs 
u 2 = 4rn?@—4 a ~ 4n? — 1 
35. Die Konstanten 
{sino 
fan mo, 
Care Tango m=1,2,3,... 
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(die in naher Beziehung zu den sogenannten Lebesgweschen Konstanten 
der Fourierschen Reihe stehen) wachsen monoton mit.m. Sie lassen 
sich namlich in folgender Form darstellen: 


{Man setze fiir | sinm#| die Entwicklung von 34 ein und wende 17 an!] 

36. Die Funktion /(#) sei periodisch mit der Perigde a, ferner 
eine ,,gerade Funktion“, d. h. es gelte identisch /(—#) = /(9). Wenn 
7(8) im Intervall 0<#=az von oben konvex ist, dann hat ihre 
Fourtersche Reihe die Form 


Cy — C, COS29 — cocos4h% — --- —c,cos2n9 — --- 


’ 


wo sdmtliche Koeffizienten ¢,, cy, ..., Cn, ... nichtnegativ sind. 
37. Die Funktion /(3) von 36 soll der weiteren Bedingung /(0) = 0 
unterworfen sein. Es sei ferner #-?/(#) beschrankt, p> 0. Die Folge 


ee : ad, ae Fie Pane 


wachst monoton mit m. [Verallgemeinerung von 35.] 
38. M,, bezeichne das Maximum von 


__|sind| , |sin2d| | |sin39| , __,_[sinn 3 | 
Ft, 8) oe teicher cb chi 
fiir alle Werte von 3. Man hat 
241 2rwy1 2 
+ = J — —+--: , 28. 
say ah gr (34, 28.] 
39. Xo, %1, %g,..., Xn Seien beliebige komplexe Zahlen, % +0, %, + 0. 
~ Der Ausdruck 

| %y + 42+ %Q2% + +--+ x2", z= 6, 


stellt ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom von genau n*‘*t Ord- 
nung dar. Man berechne die Koeffizienten desselben. 
40. Ist das trigonometrische Polynom x‘ Ordnung 
(9) = 1, + A, cosd + m, sind + 2, cos 20 + wu, sin29+--- 
+2, cosn 3 + Un sinnd 
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fiir jedes # nur nichtnegativer Werte fahig, so laBt es sich in der fol- 
genden Form darstellen: 

e(9) = | h(2)?, ee ee 

wobei f(z) = % + 412+ %_22+-+- + x, 2" ein Polynom n'" Grades ist. 

[Man zerlege das in 11 betrachtete Polynom G(z) in Linearfaktoren.] 

41. Bezeichnet g(%) ein nichtnegatives Kosinuspolynom, so kann 


man stets ein Polynom h(z) = %) + % 2+ %).22 +--+: +%,2" mit lauter 
reellen Koeffizienten finden derart, daB 
e g(P) = | h(z)/ ist, zee? 


42. Man zeige, daB die in 40 gegebene Darstellung eines nicht- 
negativen trigonometrischen Polynoms im allgemeinen auf mehrere 
Weisen méglich ist. 

43. 'Man zeige, da8 in 40 immer eine solche Darstellung vor- 
handen ist, bei der h(z) den folgenden Bedingungen geniigt: 

1. h(z) ist von 0 verschieden fiir | z|<1; 

2. A(0) ist reell und positiv. 

Hierbei ist vorausgesetzt, daB g(#) nicht identisch verschwindet. 


44. Wenn eine ganze rationale Funktion fiir jedes reelle x nicht- 
negativ ist, so laBt sie sich in der Form [A(x)]? + [B(x)]? schreiben, 
wo A(x) und B(x) ganze rationale Funktionen mit lauter reellen 
Koeffizienten sind. 

45. Jede ganze rationale Funktion, welche fiir nichtnegative 
Werte von x nichtnegativ ist, 14Bt sich in der Form 


[A (x)]# + [B(x)]? + x {[C(x)]? + (Dw) FP} 
schreiben, wo A(x), B(x), C(x), D(x) ganze rationale Funktionen mit 
. lauter reellen Koeffizienten bezeichnen. 


46. Jede ganze rationale Funktion m'™ Grades, welche fiir 
—41=%*=<1 nur nichtnegativer Werte fahig ist, 14Bt sich in der Form’ 


[A(x)]? + (1 — x?) (B(x)? 
darstellen, wo A(x) und B(x) ganze rationale Funktionen nt™ bzw. 
(n—1)®*" Grades mit lauter reellen Koeffizienten bezeichnen. [41.] 


47. Jede ganze rationale Funktion nt Grades P(x), welche fiir 
*—1=%=1 nur nichtnegativer Werte fahig ist, 1ABt sich in der Form 


[A (x) + (1 — x) (B(x) + (1 + *) (C(x)? + (4 — x?) (D(x)? 
schreiben, und zwar derart, daB alle vier Glieder hdchstens vom 
ne. Grade sind. 

Ist P(x) vom Grade 2m, so gibt es eine solche Darstellung, bei 


welcher B(x) = C(x) = 0 und A(x) vom Grade m, D(x) vom Grade 
m— 1 ist. | 


VI. Abschn.? § 5, Nr. 41—43 - § 6, Nr. 4449 - § 7, Nr. 50—52. $3 


48. Kann eine jede ganze rationale Funktion n'™ Grades P(x), 
welche fiir —1<x<1 positiv ist, in der Form 


P(x) => A(A — x)* (1 + x)é 


dargestellt werden, wobei A=>0, a+ f=n, « und f nichtnegativ 
ganz sind? 

49. Jede ganze rationale Funktion P(x), welche im Intervall 
—1<%*<1 positiv ist, kann in der Form 


P(x) => A(t — x)* (4 + 0)? 


dargestellt werden; wobei A =O, « und f nichtnegativ und ganz sind. 


50. Es sei 


g(?) =A, + A, cos? + wu, sind + A, cos20 + uysin2d + --+ 
+, cosn? + wu, sinnd 


ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom m'* Ordnung, und zwar 
_ sei das absolute Glied von g(#) gleich 1, d. h. 


2% 
1 
to= 75 | 0)40= 1. 


Dann ist 
g(9)<n+1. 


‘Das Gleichheitszeichen gilt hier nur, wenn 


1 n 
== Sea ag m2 ewe ae 
iene ag et 2 thy + 2" | Lichi Ae aay COP 9) 
n—1 e 1 ts PESTER: 
. ee a cos2(P — 3) + +2- 7 cosm (9 Pte Sag 


und 3 = %, ist (bzw. wenn #= 9+ 2ka, R=0, +1,42,...). 
51. (Fortsetzung.) Es ist 


ir ged 
Das Gleichheitszeichen gilt hier a fiir 
g(3) = 1+ cosn(t — I). 
52. (Fortsetzung.) Es ist 


IU 
Aig eA COS Ss: 


2 
6* 
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53. Das geometrische Mittel [II 48] eines nichtnegativen, nicht 
identisch verschwindenden trigonometrischen Polynoms g(#) ist 


1 27 
= [log (9) a0 
es = |A(0)? =[2(0)? 


wenn g(#) =|h(e'”) |? die in 43 definierte ,, Normaldarstellung‘‘ von g(#) ist. 
54. Das nichtnegative, nicht identisch verschwindende trigonome- 
trische Polynom n*‘* Ordnung 


2(9) =A, +A, cos0+ m,sin¥+/,cos2 b+ pi, sin2 3+ ---+/,cosnd-+ u,sinn B 
habe das geometrische Mittel 1. Dann ist 
g(9) <4". 


Das Gleichheitszeichen gilt hier nur fiir 
Nha 2n 
g(?) = (2 cos vot 


und tur. 0 =.0, (bzw. turd? = Oot Dhar, kia 0.04 4 tyes 
55. (Fortsetzung.) Das arithmetische Mittel von g(#) ist 


1 a 2n 
~$ Joo) 


Wann gilt hier das Gleichheitszeichen ? 
56. (Fortsetzung.) 


2n 
(ae =| anen == 4, 2,300 Ge 


Wann tritt hier das Gleichheitszeichen ein? 


57. Ein trigonometrisches Polynom ohne absolutes Glied 
g(0) =A, cos? + yy, sin d+ A,cos23 + y,sin20+---+/,cosnd +pnsinnd 


kann nicht fiir jedes reelle ® von demselben Vorzeichen sein, es sei 
denn, da es identisch verschwindet. Dieser Satz ist ohne Integral- 
rechnung zu beweisen. 

58. Es sei —m und M a Minimum bzw. Maximum eines 
trigonometrischén Polynoms x‘ Ordnung von der Form 


(9) =A, cosB +, sind +, cos28 +u,sin29+---+4,cosnP+ u,sinnd, 
m=0, M=o. {[57.] Dann ist 


M=<=um, m<nM. 
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59. Der erste Mittelwertsatz der Integralrechnung 1aBt sich fiir 
trigonometrische Polynome folgendermaBen verscharfen: Es sei 2(0) 
ein trigonometrisches Polynom x‘* Ordnung und m das Minimum, 
M das Maximum von g(%); dann ist 


Si inal Sh 
2, aaa =5- | ¢()40=M— 


M—m 
nti4- 


60. Es sei —m das Minimum und M das Maximum eines 
trigonometrischen Polynoms ** Ordnung 


g (3) =A) + A, cos + wy sind + A, cos2% + mw,sin27 + --- 
+2,cosnd + u,sinnd; 


dann ist entweder m oder M gréBer als ya2 + +e. Es ist nur dann 


m= M =i? + p2, wenn g(#) = ccosn(d — 8) ist. 

61. Man setze » harmonische Bewegungen zusammen, deren 
Perioden zueinander im Verhaltnis,1 a vee = stehen; die Phasen 
sind beliebig. Die gréBte Elongation der resultierenden Bewegung ist 
dann mindestens gleich dem arithmetischen Mittel der Amplituden der 
einzelnen harmonischen Bewegungen. 

Mit den Bezeichnungen von 58 handelt es sich um die Ungleichung: 


ya VA Fete tat HV 


n 


(Verscharfung von 50.) 


62. P(x) sei ein Polynom n'™ Grades mit dem hdéchsten Koeffi- 
zienten 1. Dann ist das Maximum von | P(x) | im Intervall —1<*<1 


: ‘ 1 Hoi 
mindestens gleich anit Ist | P(x) | Soxpeetiin, + 45.751; 80 unter- 
scheidet sich P(x) nur um einen weaiee Faktor von dem auf 


S. 75 definierten Polynom T,,(x). [60.] 
Man betrachte die Gesamtheit der Polynome nu‘ Grades, deren 
héchster Koeffizient gleich 1 ist, d. h. die Polynome 
P(x) = x" + a, x°~1 + ag x88 ++ + ay 


mit beliebigen komplexen Koeffizienten 4,, Gaye eac age Mal be- 
zeichne mit M,(%, B) das Minimum der Maxima sdmtlicher | P(x)| 
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in axx=f. Der Satz in 62 1aBt sich dann so formulieren, daB 


fir «= —1, 6 =1 dieses ,,minimum maximorum“‘ 
4 
Mn( at 1) — Qn-1 
ist. 
63. Es ist 
al oe 
paler f) =2(PS 2) =a(- 


Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB Polynome 
mit dem hdéchsten Koeffizienten 1 existieren, die in einem vorge- 
gebenen Intervall gleichmaBig beliebig klein ausfallen, ist somit die, 
daB die Lange / dieses Intervalls kleiner ist als 4. 

64. Die unabhangige Variable x bewege sich in den beiden (gleich 
groBen) Intervallen, die aus dem Intervall «=<x=f durch Entfernen 


+B 


: a 
des Intervalls, dessen Lange d und dessen Mittelpunkt Pe ist, hervor- 


gehen; d<fp—a=l. Es sei mw, die untere Grenze der Maxima sdmt- 
licher Polynome x‘*® Grades vom hiéchsten Koeffizienten 1; dann ist 


wenn » gerade ist, und 


pales = ( 
16) N16 


wenn  ungerade ist. [63.] 
65. Man betrachte die Gesamtheit der Polynome n*® Grades 
der Form 


Q(z) = ab by a8 dg 2" 7? + ++ + Oy 


mit beliebigen komplexen Koeffizienten 6,, 0,, ..., b»;. Das Maximum 
von | Q(z) | auf dem Einheitskreis |z| = 1 ist mindestens gleich 1 und 
nur dann gleich 1, wenn Q(z) = 2” ist. 

66. Man kann 63 und 65 die folgende geometrische Einkleidung 
geben: 

In einer Ebene seien ” feste Punkte P,, P,, ..., P, gegeben, und 
P sei ein in dieser Ebene veranderlicher Punkt. Die Funktion des 
Punktes P 


PR iE PS pee be 
(P P, ist die Entfernung der Punkte P und P,) hat auf jeder Strecke 


n 
von der Lange / mindestens das Maximum (5) und auf jedem 
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Kreis vom Radius 7 mindestens das Maximum 7". Die einzig mdg- 
lichen auBersten Falle sind die, daB die Punkte Pel oie ces eae 
der gegebenen Strecke so wie die Nullstellen des Tschebyscheffschen 
Polynoms T,,(x) [1] im Intervalle —1, 1’ verteilt sind bzw. daB sie 
alle in den Mittelpunkt des Kreises zusammenriicken. 

Man beweise, daB derselbe Satz auch dann gilt, wenn die Punkte 
P,, Py, ..., P, beliebig im Raume verteilt sind. 


Es seien %4, %2, ..., X, beliebige, voneinander verschiedene reelle 
oder komplexe Zahlen. Man setze 
f(x) = ay (% — x4) (x — xq)... (% — Xp), a +0, 


jal) = t 1@) _ @& mm). = Hy -9) (Y= Hy) =) 
» fire) oF (yp — %,)  .. ne Say) (HH Wy 1) eh — Xe). 
Di hae. separ, Uh 


Jedes Polynom (7 — 1)'*" Grades 1a8t sich dann durch seine Werte an 
den Stellen %,, %:, ..., %, folgendermaBen darstellen: 


fa) P(x) = P(x) fy (*) + P (2) fo(*) + +++ + P(%n) fn (X) 


(Lagrangesche Interpolationsformel). Die Polynome /,(x) heiBen die 
Grund polynome der Interpolation. 
67. Das Polynom 2‘ Grades 


f(%) = Gg x" + ax +--+ - + an * + a, 


habe lauter verschiedene Nullstellen x,, %,, ..., %,. Dann ist 
ety aes » wenn 0S<k=n—-2, 
5 ao*, wenn k=n—1. 
Weiter ist o, unabhangig von a, fiir k=n, n+1, ..., 2n—2 und 


ist linear in a, mit dem Koeffizienten — aj” fir k= 2n—1. 
68. (Fortsetzung.) Es ist 


ey xk 4 f(xy) — xh f(y) | 0, wenn 0<kX2n—2, 
ifs = a2) a i, 
food (f(x) 8 a5*, wenn k=2n—4, 
69. (Fortsetzung.) Es seien %,, %, ..., %, von 0 und —1 ver- 
schieden. Man beweise 


seu 4)" 15(4i—— v5 Ae. 4 Wn) 


af area _ 
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70. Es seien x9, %1, %g, ..., %», beliebige ganze Zahlen, x) < *; 
<%y<+++<%,. Jedes Polynom n*" Grades der Form 


MA ay ot Gy he ee ay 
nimmt an den Stellen xp, %,, %:, ..., %, Werte an, von denen min- 
destens einer absolut 28 ist. 
71. Wahlt man die Nullstellen von T,,(x) [1], d. h. die Zahlen 
X%, = cos(2v — 1) a ea Dy ann 10 als Interpolationsstellen, dann 
sind die Grundpolynome 


—4yr ay — 2 IE (G5 
Fae pene eT. 
HW xX —Xy 


d. h.: Jedes Polynom (m — 1)'*" Grades P(x) 1aBt sich folgendermaBen 
darstellen: 
T,X) 


CaS hn 


P(x) =— >) (— 1) 11 =? P(,) 


Die Quadratwurzeln sind iiberall positiv zu nehmen. 
72, Wahlt man die Nullstellen von U,(x) [1], d. h. die Zahlen 


fy = Cosy, y=1, 2, ..., m als Interpolationsstellen, dann sind 


die Grundpolynome 
1— 2? U,(x 
HCl ie mela 


Piety ee an UP 
Aa Poy ge » 4) , > 


d.h.: Jedes Polynom (n — 1)'*" Grades P(x) 1aBt sich folgendermafBen 
darstellen: 


Pee) = => (14 (1 — 28) Pla) SO) 
y=1 


t= te 
73. Wahlt man die Nullstellen von U,_,(x)(x?— 1), d. h. die 
Werte x, = cosy =, wed, 25, ->:, %—iM.* und sauberdemery, 4. 


%, = —41 als Interpolationsstellen, dann lauten die Grundpolynome 
fo(x), f1(%), fo(x), -.., fa(x) folgendermaBen: 


(— A)” Un_s(x) (x? — 1) 
n X— Ky 


fy (*) = 


’ VAG 2 anes te 


foe) =s- Uri e+), te) = Su, @— 1, 
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d.h.: Jedes Polynom n'** Grades P(x) laBt sich in der folgenden Form 
darstellen 


P(x) = an Un_,(x) [P(A) (% + 1) +,(— 1)" P(— 1) (« — 4)] 
n-1 U (x) ( at { 
Ser 1) 
n %— X, 
2aiv 
74. Wahlt man die x‘ Einheitswurzelne, =e ” , »v =1,2,...,% 


als Interpolationsstellen, dann sind die Grundpolynome 


y — 1 
idee eee Y, SSA Se .H., 

N%— Ey 
d. h. fiir ein beliebiges Polynom P(x) vom Grade » —1 gilt die Dar- — 
stellung 


75. Die Polynome P(x) und Q(x) seien beide vom Grade u, und 
es Selen %o, X14, Xp, ..., Xn irgend welche » + 1, voneinander verschiedene, 
oder auch zum Teil miteinander zusammenfallende reelle oder kom- 
plexe Zahlen. Aus den m +1 Gleichungen 


P(x) =Q(%o), P'(%)=Q'(%), P'(%2) =O" (Me), 221 PO%n) =O (Hn) 
folgt identisch 


P(x) =Q(x). 
76. Es ist méglich, und zwar nur auf eine Weise, zu m+ 1 be- 
liebig vorgelegten Zahlen cy, cy, Cy, ..., C, ein Polynom P(x) vom 


Grade <7 so zu bestimmen, daB 
PO ae Ae Pee ce, PO) = cy 
gilt (75). Dieses Polynom P(x) ist in der Form 
P(x) = P(0)Ao(*) + P’(1)Ay(x) + P’(2)A,(x) + +++ + PO(n)A, (x) 
darstellbar, wobei A,(x), 4,(x), ..., An(%) von den willkiirlich gegebenen 
Werten cy = P(0), cy =P(1), ..., (x= P™(n) unabhangige, nume- 


risch bestimmte Polynome sind (gewissermaBen die ,,Grundpolynome“ | 
dieser von der Lagrangeschen wesentlich verschiedenen Interpolation). 
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77. Fir die Gesamtheit der Polynome (mn — 1)" Grades P(x) 
=a)x"-11 a, m-24.---+ a,_1, fiir die im Intervall -1=2%=1 


1 — x? | P(x)|<1 
gilt, ist der gréBte Wert, den |a,| annehmen kann, = 2-1, d. h. 
iigies omy. 


Gleichheit tritt hier dann und nur dann ein, wenn P(x) = y U,_,(*), 
ly}= 41. (71.] 

78. Man leite aus 73 einen neuen Beweis fiir 62 ab. 

79. Man leite aus 74 einen neuen Beweis fiir 65 ab. 

80. Man betrachte samtliche Polynome (nm — 1)‘ Grades P(x), 
fiir die im Intervalle —1<=%*<1 


V1 — x? | P(x) |<1 
gilt. Es ist dann 
|P(x)|=n, —4 = y= te 


Das Gleichheitszeichen tritt nur fiir P(x) = yU,_,(*) mit |y] =1 und 
foe 43 == s— i) Sim. 

81. Man beweise die folgende Verallgemeinerung der zweiten Un- 
gleichung von 7: Es sei 


S(#) = wy sin? + uw, sin2d + ussin3 ®+ --- + u,sinnd 


ein beliebiges Sinuspolynom n'* Ordnung mit lauter reellen Koeffizienten, 
fiir welches 


gilt. Es ist dann 


Das Gleichheitszeichen gilt nur fir S(#) = +sinn?. 
82. Das trigonometrische Polynom n‘* Ordnung mit lauter reellen 
Koeffizienten 


g(0) =’, + 4, cos} + uy, sind + A, cos 29 + uy sin2 e+ Fe 
+ A, cosn? + fu, sinnd 


genuge fiir jedes reelle @ der Ungleichung 
1g(3)| S14. 


Dann ist 


Man betrachte S(#) = 60% + 9) 
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83. Ein Polynom n*" Grades P(x) geniige im Intervall —1=x <1 
der Ungleichung | P(x)|=1; dann ist 
| P’(x) | ss n2. 


Das Gleichheitszeichén gilt nur fiir P(x) = y T,,(x) 
{Man betrachte P(cos ¥).] 


| et, ae 


, 


Die Legendreschen Polynome 
Po(x), Py(x), Po(x), ...,  Pnl(2), 


definiert man durch folgende Bedingungen: 
1. P,(x) ist vom n*? Grade, hat reelle Koeffizienten"), und es ist 


1 
| P,(x)x7dx=0, Pie On oe = 
-l . 

2.2eS ist 
A 


[ (Pala) P ax = 


ail 


pacar We) A Ds sen 
3. der Koeffizient von x" in P,(x) ist positiv, 7 =0,1,2,.... 
Die erste Bedingung besagt, da8, wenn K(x) irgendein Polynom 
{n — 1)**" Grades bezeichnet, die Gleichung 


[P, (x) K(x) dx =0 
ay 


stattfindet. Hieraus folgt, daB P,(x) durch 1., abgesehen von einem 
konstanten Faktor, eindeutig bestimmt ist. Ware namlich P},(x) ein 
anderes Polynom von derselben Eigenschaft, so wiirde auch a P,(x) 
— b P (x) diese Eigenschaft haben, a, b Konstanten, a+ 0, 0+ 0. Wahlt 
man a und 6 so, daB aP,(x) — b P(x) vom (m — 1)" Grade ist, dann 
folgt aus 


flaPa(x) — bPF(x)]}?dx 
=t 


= af Pq(s){aPq(x) — b PE(x)] dx — bf P2(x) (a Py (x) — OPA)]dx =0, 
aa] ; : pt 


daB aP,,(x) — bPx(x) =0 ist. Aus 2. folgt ferner |a|=|b|, aus 3.a=O. 


Die Integralbedingungen 1.2. kann man folgendermaBen zusammen- 


fassen : 
: 0, wenn m2n, 
[ Pm(%) Pr(x) dx = wenn m=n;m,n=0,1,2,.... 
=<] . 


’ 


2n+ 
(Orthogonalitatsbedingung.) 


1) Die Voraussetzung der Realitat der Koeffizienten ist bei sinngemaBer 
Abanderung gewisser Einzelheiten entbehrlich. Vgl. auch 98, 99, 100. — 
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84. P,,(x) ist, abgesehen von einem konstanten Faktor, gleich der 
nt? Ableitung von (x? — 1)": 


4 d” 


Pal) = aint dat 


(x2 — 1)"  (Rodriguessche Formel). 


85. Es ist 


(4 —?t)" ptt) -1+(" eae yi 4 ("Jet 4(, 2 jeter. 


86. P,(x) laBt sich in Integralform darstellen: 
Ps) = i | (x + \x2—1 cosy)"dg (Laplacesche Formel). 
Tt 
0 
87. Zwischen drei aufeinander folgenden Legendreschen Polynomen 
besteht eine Rekursionsformel: 


Zi n—1 


Pet) ee 


88. Es gibt ein einziges Polynom n' Grades S,(x) mit reellen 
Koeffizienten derart, daB die Gleichung 


[Sa(x) K(x) dx = K(4) 


fir alle Polynome n‘*" Grades A(x) erfiillt ist. Man driicke S,(x) und 
(1 —x) S,(x) als lineare Kombination von Legendreschen Polynomen aus. 


[Auch K(x).] 
89. (Fortsetzung.) Die Polynome 
SCARE gen SACI san, reals onc 


erfiillen die Orthogonalitatsbedingung 


, On wenn m2n, 
“(14 = {nF 1 
nee x) Sin(¥) nl tee a wenn m=n;m,n=0,1,2,.... 


90. P,(x) geniigt einer homogenen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 


(4 — x?) Pr (x) — 2x Pf(x) +n (n +1) P, (x) = 0. 


91. Es gilt fiir geniigend kleines w identisch in w und x 


4 
Saree pesmer | metoaumms Gave s1Q tart io (at ry 


(Erzeugende Reihe der Legendreschen Polynome.) 
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92. Man leite 84, 86, 87, 90 direkt aus 91 her. (Es kann 91 
auch als Definition der Legendveschen Polynome angesehen werden, 
und zwar als eine Definition von _,,zentraler Lage‘t:. es fiihren von 
hier aus zu den meisten Eigenschaften besonders bequeme Wege.) 

93. P,(cos#) ist ein Kosinuspolynom mit lauter nichtnegativen 
Koeffizienten. Man bestimme diese Koeffizienten. 

Man leite hieraus die folgende Ungleichung ab: 


| Pa(x)|=1, ade eee 
Fir »>0 gilt das Zeichen = nur dann, wenn x=1 oder wenn 
x = —1 ist. 
94. Es se1 x>1. Die Folge 
P(x), P(x), P(x), ..., Pal), 


nimmt monoton zu. 
95. Die Summe der ersten Legendveschen Polynome ist im 
Intervall —1 =x <1 nichtnegativ: 


Po(x) + Py(x) + Pox) +---+P,(x)=0, —-15%=<1. 


Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn  ungerade und x = — 1 ist. 
[III 157.) 
96. Die Summe der ersten Legendreschen Polynome 


P(x) + Py(x) + Po(x) +--+ + Pal) 


ist fiir jeden Wert von x positiv, wenn m gerade ist; sie hat an der 
Stelle x = — 1 die einzige Zeichenanderung, wenn n ungerade ist. [94.! 
97. Das n'* Legendresche Polynom P,(%) hat lauter reelle ein- 
fache Nullstellen, die sdmtlich im Innern des Intervalls —1, 1 legen. 
(II 140.) . 
98. Man verallgemeinere die Satze in 84—91, 97 fiir die Jacobischen 
(hypergeometrischen) Polynome : 


Bee Glee, 2 Ps 8), ae Pe ipo 4, 
definiert durch die Bedingungen: 


ee P& (x) ist vom ut" Grade, hat reelle Koeffizienten, und 


es ist 
1 


[2% (A a? Pier? (ae) Pre (ee) de 
= 
0, wernm2] Nn, 


2xth+t P(n+oa+1) (n+ +1) 


-, wennm=n;m,n=0,1,2,... 


2n+toatp+1I(n+1) P(n+a+f +1) 


ee) 
P(a+B+2) 7’ 


(iar n=O ist der letzte Ausdruck so zu lesen: 2*+#+1 
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3. der Koeffizient von x” in P\” (x) ist positiv. 
Einige schon bekannte Falle, die speziellen Wertsystemen &, B 
entsprechen, sind in folgender Tabelle zusammengestellt : 


Cee), Ne —$, 4; 
= ®: 0, a3), 4, 
(ot PY (4) Z 1.3... (20-1) 1.3...(2n+1) 
Pri” (*)=Pa(x), © ay SLA) rec reaas yr T,(%), 257 “(2n42) U,(*), 
Vel. S.91, 89, 4, 4. 


(Der Koeffizient von T,,(x) ist fiir # = 0 durch 1 zu ersetzen.) 
99. Man beweise Analoges wie in 84, 85, 87—91, 97 fiir die ver- 
allgemeinerten Laguerreschen Polynome 


Dy (CL ees” (ayy eee eels (2) te eee 


a 


definiert durch die Bedingungen: 
Ht L(x) ist vom n'*" Grade, hat reelle Koeffizienten, und es ist 


feo? x LO (x) LY (x) dx 
0 


0, wenn m2n, 


, D 
Ta+1)(’ song wenn m=n; m,n=0,1,2,.. 


Jy 


3. der Koeffizient von x” in L\*(x) ist vom Vorzeichen (— 41)". 
100. Man beweise Analoges wie in 84, 87, 88, 90, 91, 97 fir die 
Hermiteschen Polynome 


H,(x), H,(x), H,(x), none? H,(x) , 


definiert durch die Bedingungen: 
1. 2. H,(x) ist vom n*" Grade, hat reelle Koeffizienten, und es ist 


dante t= fir m2n, 


seg 


logic fir. m= .n5 m,n. = 0,4, 2,. 


3. der Koeffizient von x” in H,(x) ist vom Vorzeichen (—1)", 
101. Sind P®”’(x) und L(x) die in 98 bzw. 99 definierten Funk- 
tionen, so gilt 
lim Pea — 2) = L(x), 
p> +00 ‘ 


wenn ¢ mit wachsendem # gegen 0 konvergiert, und zwar so, daB 


lim ef = 2x 
: prto 
1st. 
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102. Sind L(x) und H,,(«) die in 99 und 100 definierten Funktionen, 


so gilt aye { 
=. Se (=a 
Aad) = Tas Roget) (e, 
—4)gt1 ye 
Aoq44(%) = 1 45 a (G). Oe Ls Deters 


103. Es sei P(x) ein beliebiges Polynom n'*” Grades mit lauter 
reellen Koeffizienten und 
1 


‘i [P(s)P dx =A. 


=)! 


Wann ist tur —1 =7=1 


° : y2 


Es gilt hier dann und nur dann das Gleichheitszeichen, wenn entweder 


Pose he So) (88) and 441 


oder 


ita koe Saarery n(— *) und x=——1 


ist (n> 0). [Das Integral von [P(x)]* ist eine quadratische Form von 
nm +41 bestimmenden GréBen; man suche diese so zu wahlen, daB die 
quadratische Form eine Summe von ~ +1 Quadraten wird.] 
104. Es sei P(x) ein beliebiges Polynom ‘" Grades mit lauter 
_ reellen Koeffizienten und 
1 
[ (1 —+) (P(x) Pax =1. 
25 
Dann ist ee 
41 ([n+2 Ay/in +2 
|P(t) | —( y | P(— 1) |= — ( ). 
y2 2 2 
Diese Schranken lassen sich nicht durch kleinere ersetzen. 
105. Es seien « und # Konstanten, a > —1, B>—1, P(x) ein 
beliebiges Polynom '** Grades mit lauter reellen Koeffizienten und 


1 
Ae 4.— x)*(1 + x)P (P(x) *#dx = 1. 
=i 

Man bestimme das Maximum von | P(4) | und | P(—1) , wahrend P(x) 


_ die Gesamtheit der Polynome der genannten Art durchlauft. Wie ver- 
_halten sich diese Maximalwerte fiir groBe Werte von 1? 


7 
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106. Es sei « eine Konstante, « > — 1. Man bestimme das Maxi- 
mum von | P(0)| fiir alle Polynome n*" Grades P(x), die der Bedingung 


fe-*x7( P(x)? ax =i 
0 
geniigen. Wie verhalt sich dieses Maximum fiir groBe Werte von nN? 
107. Man bestimme das Maximum von | P(0) | fiir alle Polynome 
n= Grades P(x), die der Bedingung 


ioe [P (x) dx = 


geniigen. Wie verhalt sich dieses Maximum fiir groBe Werte von n? 


108. Es sei P(x) ein Polynom u‘* Grades, das im Intervalle 
—41=<%*=1 nur nichtnegative Werte annimmt und fir welches 


| P(x)dx=1 
“1 
gilt. Dann ist 
Me ul fiir ungerades n, n = 2q —1, 
ONS) g 4.42 
. See fiir gerades n, n= 2q. 


Die gleiche Abschatzung gilt fiir P(—1). Diese Schranken lassen sich 
nicht durch kleinere ersetzen. 

109. Der erste Mittelwertsatz der Integralrechnung laBt sich fir 
Polynome n‘*" Grades folgendermaBen verscharfen: Es sei P(x) ein 
Polynom n'‘* Grades und m das Minimum, M das Maximum von P(x) 
-im Intervall a<x<=<b; dann ist 


M—m 
Xn 


M—m 


’ 


m + 


; 
eel P(x\dx<M — 
b—a ro 
at, 

wo &,=4q(¢-+1) fir ungerades n, n=2q—1 und a, = (q+ 1)? fir 
gerades nN, n= 2q. 

110. Es seien « und £ Konstanten, « > —1, B>—41, P(x) ein 
Polynom n'" Grades, das im Intervalle —1<x<1 nur nichtnegative 
Werte annimmt und fiir welches 


(1 — x)*(1 + x)? P(x)dx =1 


a 


\ 


. 
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gilt. Dann ist 


2+8+1 P(e + 1) F(a + 2) T(¢) g-+ B +1) n=2q—1, 
1 Mq+a+2)Iq¢g+tat+tf+2) fir gerades n, 


2e+Pt1 Ta + 1)T(a+2)Tqgt+ilqa+B+t) n=2¢. 


1 I(qt+a+1)lq+a+ f+ 2) fiir ungerades n, 
P(1)s 


Diese Schranken lassen sich nicht durch kleinere ersetzen. 

Die entsprechenden Schranken fiir P (— 1) erhalt man, indem man 
« mit f vertauscht. 

111. Es sei a eine Konstante, « > —1, P(x) ein Polynom n' 
Grades, das fiir nichtnegative Werte von x nur nichtnegative Werte 
annimmt und fiir welches 


co 


| ex" P(x) avant 
0 


gilt. Dann ist 


Ip + « + 2) »=(2 
2 


PO) = Tg. 4-4) Fla 2)Pb +4)" 


Diese Schranke 148t sich nicht durch eine kleinere ersetzen. 
112. Es sei P(x) ein Polynom n Grades, das fiir nichtnegative 
Werte von x nichtnegativ ist und fiir welches 


fe-*P(x)dx=1 
0 
gilt. Dann ist 
P(o)= | ae 


113. (Fortsetzung.) Ist & eine beliebige nichtnegative Zahl, so ist 


e P< 5 +. 


Poélya-Szegé, Autgaben und Lebrsatze 19% 


Siebenter Abschnitt., 


Determinanten und quadratische 
Formen. 


1. Die  Ecken eines Polyeders seien in bestimmter Reihenfolge 
numeriert. Es sei eine Determinante »'* Ordnung folgendermaBen 
definiert: 

Wenn die A* und die uw‘ Ecke die beiden Endpunkte einer Kante 


des Polyeders sind, so soll aj, = 4, = 1 sein. 

Wenn die Verbindungsstrecke der A' und mut" Ecke keine 
Kante des Polyeders ist, so sei a;,,=0. Insbesondere ist a,, = 0, 
Vie ROR EAE 


Man zeige, daB der Wert dieser Determinante von der Art der 
Numerierung der Ecken unabhangig ist. Man bilde und berechne die 
Determinanten fiir das Tetraeder, das Hexaeder und das Oktaeder. 

2. Zu berechnen 


44 4 4 | 
ce ay | 
Diels as As 

| Peet 0 ia eC i iat Oa Cates 

| b, by bg an 

3. Man beweise die Identitat: 
; LZ, 22 
(4; — ay) (b; — by) 


eel Be tes. ee: 
| | er 


: IT (a, +- »,) 
» tt 


4. Die Determinante der quadratischen Form 


n 
41 Mu 


ey 


. . . A = 1 Ke = 1 
mit D,, bezeichnet, ist 


[112!--- (mw — 1)! %n! 


hier. ag ny eT 


(m+ A)! (m+ 2)1 + (2m)t" 
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Man berechne ferner die Determinante D,(«) der quadratischen Form 


n 


XL Xu = 3 
Om Ce Re 
it ipa! Atta’ 
n—-] Diy 2s sing Me 
5. | (ai— 6," =[] (n — »yr-2” J J (a; — ay) (b; — by). 
r=1 J>k 


6. Man fiihre den Satz V 86 betreffs der Determinante | F(a, pal: 
durch Umformung derselben auf den Satz V 48 zuriick. 
7. Es ist, f(x) = (7, — x) (7. — x) «++ (%, — x) gesetzt, 


fy ata a | 

b 1% @ a 

b b 1s a __ 4h(b) — 6 f(a) | 
Siekaleyeus! ocehese te: alahe ‘s\ spaute a—b 
pb hb 7 


{Man addiere zu sdmtlichen n? Elementen die Unbestimmte x; die 
so entstehende Determinante ist eine Jinearve Funktion von x und als 
solche aus zwei speziellen Werten bestimmbar.] 
8. Es sei 4d = ad— bc gesetzt. Dann ist die Funktionaldeter- 
minante 
O(a A, bA, cA, dA) 


Sah c.d). en 


9. Zu beweisen ist, daB o — 2 den Ausdruck 


l m Nn l 
m ch Lig? g = n : 
Y m m n 
x a iapins Swe) I+ , 0, +0 
pe + j Q ri T ii | +0, m+-0, n= 
n Lm mn 
aR 25, i fe ‘a @ 
teilt; man bestimme die tibrigen Faktoren. 
10. Die Determinante 
[Ahn tan eA Rian Os arate Irn Cae uca tp ashen doesn 
ist als eine alternierende ganze rationale Funktion der m Zahlen 
%, %, ..., %, jedenfalls teilbar durch das Differenzenprodukt 
Lp casecn tt 
(x; = Xx) 7 
j>k 
Man zeige, daB der Quotient S, gleich der g‘** elementaren symme- 
trischen Funktion der » Zahlen %,, %, ..., %» ist. 


797 QQ2 Is 
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11. Die Zahlen a,, @,, a, ..., 4 selen von 0 verschieden. Dann 
gilt identisch in z 


ay a, ay an-2 An-1! 
a 
iawn eg 0 0 ) 
“0 | n m— 7 
Ay a, | = Az + a2 +.---+a,. 
QO -— z 0 O 
ay 

an-1 

0 (0) (0) 4 
Dns 


12. Es seien a,, a,, ag, b,, by, 63, c reelle Zahlen. Das System 
— Az %_ + dz X%_ = by, 
Bes — A,X, = by, 
— Ay hy ay Xp = bs, 
Ay X + Ay %_ + Ag %3 = C 
kann auf zwei verschiedene Arten vertraglich sein. In dem einen Falle 
sind die Unbekannten x,, x,, x, vdllig unbestimmt, in dem anderen 


véllig bestimmt. 
13. Die ganze Funktion 


14+¢2+¢o2+¢,24.-.-. 
soli lauter voneinander verschiedene Nullstellen a,, a,, ..., Qn, 


besitzen, 
O< [a <Vag leo ean ye 


Man betrachte das System der » Gleichungen 


4+ a,u™ + au +... + aru” =0, 
1+ ay uy” + a3 uy? + -- +aru”=0, 


Cem meme eee meee err eeer err eer sere rsreeseseses 


1+ a, ue + a2 ui +... pes aig 
welche die «{" vollstandig bestimmen. Wenn 7+ ithe = est : ae 
ay 2 i an 
sorcery ee existiert lim u\”, aber es ist nicht notwendigerweise 


N-> co 


lim us” = Ch. 
nN-> co 


(Eine Lésung des unendlichen Systems 
1+ ay Uy + au, +--+ =0, Ue aig WAS Fn 


1st: UW =c, Uy = Co, Uz = C3, ee i 
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14. In den Gleichungen 


€43.24 TF Cyg 2 + +++ + Cyn 2, = 0, . 
Cay 21 + Cog 2% + +++ + Con2n = 0, 


Cny 2 + Cng2q + --* + Can3, = 0 
seien die Koeffizienten und die Unbekannten komplex: 
Chu = Qu ati 1 Bin ) Bu = Xu ar Vu , 


Au, Cin, Xu» Vu Teell. Damit diese Gleichungen nicht nur die identisch 
verschwindende Lésung 


4) = 2% = = 2, = OO, d. h. My SX SH SH Hy SH Vy SH VQ SH KH Vn = O 


zulassen, ist notwendig und hinreichend, da8B die Determinante | Cay M 
verschwindet. Das gibt zwei Gleichungen zw'schen den 2? reellen GréBen 
ai, 5;,. Andererseits lassen sich die gegebenen Gleichungen als 2” 
lineare homogene Gleichungen fiir 2” reelle Unbekannte schreiben. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer nicht 
identisch verschwindenden Lésung besteht diesmal in dem Verschwin- 
den einer reellen Determinante, d. h. in einer Gleichung zwischen den 
@u, Din. Wie kann das stimmen? 

15. Die sechs Entwicklungsglieder einer Determinante dritter 
Ordnung kénnen nicht samtlich positiv sein. 

16. Die Regel fiir die Entwicklung einer Determinante besteht 
aus zwei Teilen; der erste Teil gibt an, welche Produkte aus den Ele- 
menten zu bilden sind, wahrend der zweite Teil das Vorzeichen der ge- 
bildeten Produkte bestimmt. 

Der zweite Teil 1a8t sich im Falle der zweireihigen Determinante 
auf folgende Weise vereinfachen: 

Man ordne den Elementen 


a, & , : “psi + 
1 “2 bzw. die Vorzeichen 
5, Ag0 tat bot 


zu; dann trete jedes Element in die durch den ersven Teil vorgeschrie- 
benen Produkte mit dem zugeordneten festen Vorzeichen ein. 

Nun ist nachzuweisen, daB eine entsprechende Vereinfachung bei 
der Determinante mit mehr als zwei Reihen unméglich ist; d. h. es ist 
unméglich, den 2 Elementen n* feste Vorzeichen derart zuzuordnen, 
daB, wenn die Elemente in die durch den ersten Teil der Entwicklungs- 
regel vorgeschriebenen Produkte mit dem zugeordneten Vorzeichen 
eintreten, ohne weiteres das richtige Vorzeichen bei allen Produkten 
herauskommt. 


In 17—34 betrachten wir dic aus den Koeffizienten der Potenz- 


reihe i . 
Bg + Ggk a2" t+ ay sh ot +: 
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gebildeten Determinanten 


- ay Qnt1 Ante vee Antr-4 
Aan+4 Ante Ants ses Ante 0, 
ante Qn+3 Anta se+ Antrti a Ay 
J eee tet ee eerste nent teens neces 
| Angr-1 Ante Antrt1 +: On oe 


die man als Hankelsche oder rekurrente Determinanten zu bezeichnen 
pflegt. : 

17. Die Potenzreihe a, + a,%+ a,22+ --- soll eine rationale 
Funktion darstellen, deren Nenner den Grad gq und deren Zahler den 
Grad p — 1 besitzt; Zahler und Nenner sind als zueinander teilerfremd 
angenommen. Setzt man d == Max (0, p — 4), so ist: 


At) _ a3 A“ (atl) = = AGH) — eNO: 


(Es handelt sich um den genauen Grad.) 
18. Es seien d, g nichtnegative ganze Zahlen. Wenn 


(q) 4. on : ye (4) 
Aj +0, Ay “h 0, Ajie b 0, Adis + 0, 


iene 0, Age 0, ANS Die 0, 
ist, dann 14Bt sich die Potenzreihe als Quotient zweier Polynome dar- 


stellen, wobei der Nenner vom Grade g und der Zahler vom Grade 
<q-+d—1 ist. [Man untersuche die Abhangigkeit der Linearformen 


Ly(%) = An X%q + An 41% + Ang g%e + ++ fang % ql 


19. Es ist 
(r) 4 (r) (r+1) g(r-1) __ 
7 Alig A, Ane = (A; Hwee Hey 
20. Wenn 
(Cera) ee eee es (q+1) = MCRL 
A. =A; = An = Anis a i = Anti eae 
ist, so sind die ¢ Determinanten 
(q) (q) (q) 
Lap no eae me oe 
entweder sémtlich =0, oder samtlich +0 
21. Das dreieckige Schema 
ql) 4a) Tae 1 
Avy AAG AW AM)» * * * 
2 
ARNEACL GAPls ralle-siare * * * 
Ve 
Alans * * ACES aN x 
-4(r) (r) (7) 
* * a, A As * 
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ist so angeordnet, daB in einem nach oben gedffneten rechten Winkel, 

der durch die Vertikale halbiert wird, lauter Unterdeterminantén der 

an der Spitze des Winkels stehenden Determinante enthalten sind. 
22. Im Schema 21 bilden 


Ao und A‘), ein Horizontalpaar, 
A”, und A+) ein Vertikalpaar, 
A” und A+) ein Diagonalpaar, 


A”, und At) ebenfalls ein Diagonalpaar, gekreuzt zu 
Ar) (r+1) 
AM, AetD, 


n? 

4. Verschwindet ein Diagonalpaar, su verschwindet auch das dazu 
gekreuzte Diagonalpaar. 

2. Verschwindet ein Horizontalpaar, so verschwindet entweder 
das dariiber oder das darunter liegende Horizontalpaar. 

3. Verschwindet ein Vertikalpaar, so verschwindet entweder das 
linksbenachbarte oder das rechtsbenachbarte Vertikalpaar. 

Die Satze 1. 2. 3. gelten auch an der schragen Randlinie des 
Schema 21. 

23. Wenn unter den unendlich vielen Determinanten 


k k 
ee et ee eA 
nur endlich viele von 0 verschieden sind, so stellt die Potenzreihe 
atazta2+---4+a,2"4+--- eine rationale Funktion dar, deren 
Nenner den Grad k nicht iibersteigt. [20, 18.] 
24. Wenn unter den unendlich vielen Determinanten 


AW A, AG). ow A®, 


Ov 2 
nur endlich viele von 0 verschieden sind, so stellt die Potenzreihe 
A +a, 2+ a,2+---+a,2"+--- eine rationale Funktion dar. 

25. Wenn unter den unendlich vielen Determinanten 
AW, Az, A®, AM, 0, AMD 

AM, A®, A, 2, AM, 
nur endlich viele von 0 verschieden sind, so stellt die Potenzreihe 
Aa taztagze+---+ Ay 2" + .-- eine rationale Funktion dar. 

26. Man zeige, daB die in 23, 24, 25 gegebenen, fir die Ratio- 
nalitat der Potenzreihe a)-+ 4,2 + a,2*-+----}-@,2"-+---- hinreichenden 
Kriterien auch notwendig sind. 


Eine unendliche Matrix 


40 %1 %2 
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heiBt vom endlichen Range yr, wenn alle darin enthaltenen Deter- 
minanten von der Ordnung 7 +1 verschwinden, aber nicht alle von 
der Ordnung 7. 

Bei der unendlichen Hankelschen Matrix 


agueapn 2 
(9) 4 & az 
4, Az, Ay 


(a,.=414,) bezeichnen wir den jetzt definierten Rang auch als Brutto- 
vang. Durch Streichung der ersten k Kolonnen (oder Zeilen) ent- 
steht aus § die Matrix 


ay G+1 U+2 
(Dx) G+1 AM+2 +3 

G+2 Ak+3 U+4 
deren Rang mit 7 bezeichnet werden soll. Es ist 5: =, %=7, 
% =%=%,= -:-. Das nach endlich vielen Schritten notwendiger- 
weise erreichte Minimum der Zahlenfolge 7%, 7, 72, ... bezeichne 
man als den Nettorang von §. 

27. Der Rang der Matrix § ist dann und nur dann ala wenn 
die Potenzreihe a, + a,z+ a,22+ --- + a,2"+ --- eine rationale 
Funktion darstellt. 

28. Der Bruttorang von § ist gleich der Anzahl der Zeilen der 
letzten nichtverschwindenden Determinante in der unendlichen Folge 


(1) 2 3 4 
AQ, Ag), A, Ae, 


Ist diese A), so ist der Nettorang gleich der Anzahl der Zeilen der 
ersten nichtverschwindenden Determinante in der endlichen Folge, 


24 -2 
AM, APD, AP-®, AM, 


(Der Nettorang ist = 0, wenn diese # Determinanten alle verschwinden.) 

29. Der (als endlich vorausgesetzte) Nettorang von § ist gleich 
dem Grad des Nenners der durch a,+ 4,z2+ a,227+---t+a,2%+. 
dargestellten rationalen Funktion. Dann und nur dann ist die ratio- 
nale Funktion echtgebrochen, wenn der Bruttorang gleich dem Netto- 
rang ist. Wenn der Bruttorang gréBer ist als der Nettorang, dann 
iibersteigt der Bruttorang um eine Einheit den Grad des Zahlers. 
(Nenner und Zahler der rationalen Funktion sind als teilerfremd 
vorausgesetzt, es handelt sich um den genauen Grad.) 


30. Die Potenzreihe 
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geniigt dann und nur dann einer linearen homogenen Differential- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten, wenn die Determinanten 


(1) (2) (3) 
ADD AP AM ose cA, eres 


abgesehen von endlich vielen, samtlich verschwinden. 
31. Es sei Q,(z) ein Polynom vom Grade n, Q,,(0) =1,2=0,1,2,.... 
Man setze zur Abkiirzung 


Ay Ty2+ a,2 + --- = f(z), Qe(z) -Dea thet Chast 
Qx(z) Q(z) f(z) = cee rebeeree Ste SS 


(Ck (2: 2, ist ein homogener linearer Ausdruck in a,, d)-1, @n—9, -- + 
@n-4-1)- 
Es ist 
i 4 $23 Daan | 
AQtD Cha Choa vee Ci Cn ena 


2 © Wath ip m6. 0.0! Lele @ 090.6) > 6.0 6 0 10 0 0 0 6 10 e R1eFee ees e.0.0: Be 


| Dale ss ae Anti «++. ee Re 


32. Es sei 244 24+ =+- - die Potenzreihenentwicklung einer 


rationalen each: ee mahi Zahler teilerfremder) Nenner z4— c, 24-1 


— C,22-%— ... —c, ist. Unter den Matrices 
Am Om+1 ++ Am+q-1 OF; OL On Oi. 0 Cy 
Se Qe O00) sak Aten ts 
ae Am+1 Am+2 +> Im+q : Goce OF EO s0Re 0) Cq-2 
Re SOTA AIS 4 3919 OO MOT F648 
Am+q-1 Anta eee am+2q-2 0 0 0 (@) . 4 Cy 
besteht die Beziehung 
re Sa nh == OA) 25 tera 


Der Rang der urlendlichen Matrix 


Wyo GG Ao --- An 
as a a el ae, 

QM) "es paca! ar oat ORA raed 
Amo m1 me ann 


mit endlich vielen (=m) Zeilen sei mit 7) bezeichnet, der Rang der 
Matrix, die aus 9% durch Weglassen der ersten » Kolonnen entsteht 
(in deren linker oberer Ecke a, steht) sei 7,. Es ist 79227, 2%=2°°°, 


und lim 7, soll als Nettorang von St bezeichnet werden. 
n-> co 
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Die Matrix IN ist zu dem System der m Potenzreihen 


f(z) = 49 =a ay, 2 a (Des +... + Gee Al 
fo (2) = Ag —- Ao, 2 -- Bog 2? -f. ot dyn” ee 


Imn(2) = Ang + 4m12 =P anaes + +++ + Ann 2” + °°: 


gehorig. Man sagt, daB diese linear abhangig sind, wenn es Konstan- 
ten ¢,, Cy, ..., Cm mit |c,|+ |c.|+--- + |¢m|>0 gibt, so daB iden- 
tisch in Zz 


C1 f,(2) + Cofa(2) + +++ + Cmfm(2) = 0 
gilt; sie heiBen voneinander quasilinear abhangig, wenn es solche Kon- 
stanten ¢,, Cy, ..., Cm mit |c,|+]|c.|+--- +]cn|>0 gibt, daB iden- 


tisch in z 


Cy fy(z ) + Cg fa(z z) + - or Cm} m(2) = P(2) 


gilt, wo P(z) ein Polynom ist. 

»2wischen den Potenzreihen /(z), 2 f(z), 2 f(z), ..., 2"f(z) fince. tiir 
genugend groBes m eine quasilineare Abhangigkeit statt und ,,/(z) stellt 
eine rationale Funktion dar‘: diese beiden Aussagen sind gleichbedeutend. 
Man sagt, daB f(z) eine algebraische Funktion darstellt, wenn zwischen 
den (m-+ 1)? Potenzreihen 2“[/(z)]” (u, »=0, 4, 2, ..., m) flr_ge- 
niigend groBes m eine lineare Abhangigkeit besteht. Man sagt, daB f(z) 
einer algebraischen Differentialgleichung yv'** Ordnung geniigt, wenn 
zwischen den (m + 1)’*+? Potenzreihen 2([f(z)]” [f(z)]” [/’(z)]”2... f@(z)] 
(U, ¥, Vy, Yg, ..., % =O, 1, 2, ..., m) fiir geniigend groBes m eine 
lineare Abhangigkeit besteht. 

33. In einem System endlich vieler Potenzreihen gibt es 7 linear 
unabhangige, wenn der Rang der dazu gehoérigen Matrix 7 ist, und 
irgend eine Potenzreihe des Systems ist von den 7 besagten Reihen 
linear abhangig. 

34. In einem System endlich vieler Potenzreihen gibt es 7 quasi- 
linear unabhangige, wenn der Nettorang der dazu gehdérigen Matrix r 
ist, und irgend eine Potenzreihe des Systems ist von den 7 besagten 
Reihen quasilinear abhangig. ‘ 


* 35. Es seien gegeben die beiden pacers Formen 


> MipXiX, und pa) Diy ¥a%y - 
1 


“ual =ly= 


Sind sie positiv, so ist die quadratische Form 


55 p> ain bj WX) Xu 
1 


= 
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ebenfalls positiv. Ist auBerdem die eine der gegebenen Formen definit 
und sind in der Matrix der anderen die Hauptelemente von 0 ver- 
schieden, so ist die dritte definit. 

36. Man betrachte die beiden symmetrischen Matrices 


ay Ao Sy ayn eon ehis We efin 
@, Age An ea emt ean 
Any Ong 3. Gan eam. em - efinn 


Ist die zur Matrix (a;,,) gehérige quadratische Form positiv, so ist die 
zu (e*) gehérige auch positiv; befinden sich ferner unter den Zeilen 
von (a;,,) keine zwei miteinander identischen, so ist die zu (e”") gehérige 
Form sogar definit. [V 76.] 

37. Die Potenzreihe 

bot Pix +f. +--+ = F(x) 

soll keine negativen Koeffizienten haben und fiir * = a@,,, ayy, ..., Boren 
konvergieren. Ist die zur n-zeiligen symmetrischen Matrix (a;,,) ge- 
hérige quadratische Form positiv, so ist die zu (F(a;,,.)) gehérige auch 
positiv; befinden sich ferner unter den Koeffizienten fo, py, py, ... 
mindestens ” von 0 verschiedene und unter den Zeilen von (a7 .) keine 
zwei miteinander identischen, so ist die zu (F(a;,,)) gehérige Form so- 
gar definit. 

38. Die reellen Zahlen ap, a,, dg, ..., Gn Sollen die folgende Eigen- 
schaft besitzen: Wenn /(x) ein beliebiges Polynom héchstens 2n‘° 
Grades bezeichnet, welches nicht identisch verscHwindet und fiir keinen 
Wert von x negativ ausfallt, dann sei 


ate) + FG) + AO) + + GE fH) BO (baw. > 0) 


fiir alle Werte von: x. 
Man zeige, daB hierzu notwendig und hinreichend ist, daB die 
quadratische Form 


D» ba B+ XA% 
0, 


positiv (bzw. definit positiv) ist. 

39. Die Zahlen a, a, ..., Gn, %=1 sollen die folgende Eigen- 
schaft besitzen: Wenn /(x) ein beliebiges Polynom héchstens n*" Grades 
bezeichnet, welches nicht identisch verschwindet und fiir nichtnegative 
Werte von x nichtnegativ ist, dann sei 


Ag f(x) + ale) f- Sfx) es a {™ (x) =0 (bzw. > 0) 


fiir alle nichtnegativen Werte von x. 
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Man zeige, daB hierzu notwendig und hinreichend ist, daB die beiden 
quadratischen Formen 


z| [eI pale 

5 = 2 2 

~ B+ pu%i Xu » 7a, 2 B+ m+1 XA Xu 
A4=0 w=0 A£=0- w=0 


positiv (bezw. definit positiv) sind. 

40. Die Zahlen a, a,, a, ..., Gp, = sollen die folgende Eigen- 
schaft haben: Wenn /(x) ein nicht identisch verschwindendes Polynom 
vom Grade <n bezeichnet, das im Intervall —1=*x=1 nichtnegativ 
ist, dann sei 

“ 


oy Oo yy ey (x 
fir —1=<*x=<1. Man zeige, daB die einzigen Wertsysteme a, 4, 
A, ..., G, dieser Art durch die Bedingungen 


4=—0, a =4g=>-:: = a,=0 
bestimmt sind. 
41. Die beiden quadratischen Formen 


2 Sars XX » s pate 4 Xu 
0 =0 


“=0 w=0 


seien positiv. Setzt man 


Cy = Ay b, + (1) a; 0, fe (5) da by_o-+ +--+ a, by, 
so wird die quadratische Form 


tics n 
my Chew XA Xu 
4=0 “=0 


ebenfalls positiv, und zwar ist sie definit, wenn wenigstens eine der 
beiden vorausgehenden Formen definit war. 
42. Es sei 


Cy = Oy by + (1) ab,-~+ (5) Ay b,-9 + ++» + ay dy 


Aus der Positivitat der vier quadratischen Formen 


me a m-lm-1 


Id 
< A+ XA Xu » As u4+1%% 
ae fi a 
f0G=o f=0 n=0 ie 
m mM m-1m-1 
pa 2 isu Hi tn, > bttu+s Kahn 
=0 =07=0 
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folgt die Positivitat der folgenden beiden: 
m mm m-1lm-1 
Ep eee Da DA eee 
Ass (ures) A=0 4=0 | 


Aus der Positivitat der vier quadratischen Formen 


me m me m 
7 7 
>a patie HX Xu s > DE CRT es, 
4=0 u=0 A=0 2=0 
m ~ m m 
> pats; Disp XX » DS BD Oraiae XA Ky 
2=0 n=0 A=0 #=0 


folgt ferner die Positivitat der folgenden beiden: 


m m m m 


a ¥ ay 
D>, Date Hp Paar rele yee 
A=0 n=0 A=0 “=0 


43. Die komplexen Zahlen 
ee Se Eee hw ce On Cay = Cy =e 0,1, 2,0, cs 0 
sollen die folgende Eigenschaft haben: Wenn 
g(3) = Oo + 2(x, cos? + A, sind + a,cos23 + f,sin2% + --- 
+a,cosnd + B, sinn 3) = Sper, 


v= —-Nn 
¥, = Y_» = ty + 4P,, v=0, AG sees n; Py = 0, 


ein beliebiges trigonometrisches Polynom héchstens n‘** Ordnung be- 
zeichnet, das nicht identisch verschwindet und fiir keinen Wert von 
negativ ausfallt, dann sei 


n 
Ditgfre © a2 0 (bzw. 0). 


v= —=N 

Man zeige, daB hierzu notwendig und hinreichend ist, daB die 
Hermitesche Form 

n 

a 


2=04 


Cu-AXA Xu 


n 
=0 


positiv (bzw. definit positiv) ist. 


44. Die n? Elemente a,,, einer -reihigen Determinante seien unab- 
hangige Variable. Man zeige, daB unter den m! Gliedern + 4,4, 424, .-- Onkn 
in der Entwicklung der Determinante nur N = u? — 2m + 2 voneinander 
unabhangig sind, und gebe N Glieder an, durch die sich alle tibrigen 
rational ausdriicken lassen. 
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45. In der Entwicklung einer u-reihigen symmetrischen Deter- 
minante (mit beliebigen Elementen) sei s;, die Anzahl der voneinander 
verschiedenen positiven Glieder und sj, die entsprechende Anzahl fir 
die negativen Glieder. Fiir s, =s,-+ 5s, findet sich schon bei Cayley 
die Rekursionsformel 


nN 
Spat Sl = 1) Spa iB) Sito d 


Man zeige, daB fiir d, == s;, — Sp, die Rekursionsformel 


i = (n ~1) dy — (5) dns 
besteht, und daB 
: i —1)"-1y) # 
ee See i ee 
n-> oo n! \x n> co n! 27 


ist. 

46. In der Entwicklung einer u-reihigen symmetrischen Deter- 
minante |a@,,|, in der die m Hauptelemente a,, Null sind, sei o, die 
Anzahl der voneinander verschiedenen positiven Glieder und o) die 
entsprechende Anzahl fiir die negativen Glieder. Setzt man 


ees ” Venn ent ” 
On ae On = On 3) On a On On , 
so wird 


n . ’ 
Ona = 1 Op a NO, — (3) On-2> Oney a 0n — 20n-4 a (5) Ones 


und 


3 -} —4)"-1n3 : 

lim —* =, rear tan Mets on SS 

n>oco NM: \z n> 0o n! 2Vn 

1,2, 50.05% 
47. Bezeichnet man das Differenzenprodukt | / (x;— x,) mit 4, 

so ist bekanntlich ein Ausdruck der Form 7<k 

) 4 

P= > a UME pee ee a 

eine symmetrische Funktion von 4%, %,...,%,. Hierbei ist die Summe 
uber alle m! Permutationen von 1,2,...,” zu erstrecken und fiir die 


geraden Permutationen das positive, fiir die ungeraden das negative 
Vorzeichen zu wahlen. Es soll nun gezeigt werden: Ist 


so wird 
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48. Die charakteristische Gleichung eines Systems von n?GréBen a; fe 


| 
| 41-2 Ap Ain | 
a —2z ! | 
y(z) =| “21 Ag, Gon /=0 
TN i Near vote Rees J. SEM. 
Any ang ann — 2 | 
habe die Wurzeln 0,4, a3, ..., &», die nicht alle verschieden zu sein 


brauchen; die ersten Unterdeterminanten von y(z) mégen mit yj,,(z) 
bezeichnet werden. Es soll bewiesen werden, da die charakteristische 
Gleichung der GréBen y;,,(z) die Wurzeln 


: Zz 
ee AE Oe 25 att 
o—% 


besitzt. 


49. Die linearen Transformationen 


Sp Vn = > , 


« beliebig, bilden eine Gruppe in dem folgenden Sinne: Es gilt 
De Sz — soy +B* 


50. Es sei g(*#) ein trigonometrisches Polynom héchstens n'‘* Ord- 
nung mit lauter reellen Koeffizienten. Man ermittle die Bedingungen, 
denen g(#) unterliegen mu8, damit die linearen Transformationen 


n or . 
Sa! p= Smt (-f ge —a+ 4): p=0,1,...,%, 
a beliebig, eine Gruppe bilden in dem folgenden Sinne: Es gilt 
| SeSp= Seth 


51. (Fortsetzung.) Die Determinante der linearen Transformation 

S, verschwindet fiir alle Werte von «. Der einzige Ausnahmefall ist, 
wenn 

4° sin(n +1)0 ; 

n+41 sin} [49]; 


dann ist sie identisch = 1. * 
52. (Fortsetzung von 49.) Die Transformation S, ist orthogonal, 


d. h. es gilt identisch in %p, %1, %2, ..., %n 


AVR tyne MPT BT +o 


412 Determinanten und quadratische Formen. 
Wir sagen, daB die lineare Transformation 


Vy = Ay Hy t+ aye Xe t+ e+: + anda tt 
Vo = Agy % + Ogg Xp t+ -+- + Aan Xn + °°: 


oder haufig auch, daB die zugehérige Matrix (4) orthogonal ist, wenn 
die Beziehungen 
Baye naa’ Smet 2 ogee cle > m= 1,2,3,..., 


Ai1 Any + Q24n2 + 43 4n3 + ++ + anaun +--+: =0, 
AS fl Ae 42 ee 


und zugleich die weiteren Beziehungen 


Gi t+ dnt nto teat =1, ot = 12) Vee 
a4 Aint Aza Aeu+ A32 a3u+ v7 + Ami Amn + ---=0, 
Ag sd, te Te ee 


stattfinden. Ahnlich definiert man die Orthogonalitat einer in vier 
Richtungen ins Unendliche gehenden Matrix: 


9 0 20) 0. 6:0) 0) 6) 6 400) 614). 4) ewe) \0<6 6) le eta (ele) eke) ©1810 6) 0) 010) 0) 6) 0) 9 eel 0) elle ene elenele:\e: eh6\'s) «| slisie: © 
a GU ODi CiKe) (6) 0) 0116) )8),0) 8:8 wie elie) A116! 19. (97 61/6 Be) Ol pL ohare! eo (0 elie ice telel is) e 18 Sele alien elle 16 0.0. oie 


OU ea: 6) (9) © Stip' 0) 6) 61 0) 6 oO ehe eicele evel sllerereveiipleiels sliclie’ eile wie) lalie el 6) (6 6u% (elm siete ee) shale) oie 


53. Die Fibonaccischen Zahlen 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 24, 34, ... 
sind folgendermaBen definiert: es ist % = 0, 4, = 1, Un + Ung, = Une 
fir n=0, 1, 2, .... Die lineare Transformation 


Uy yb Uy %q +++ + Un Xn — Un Xing — 
Vn = Sis ——, n=1,2,3,... 
Un Un 49 


ist orthogonal. 
54. Es sei « reell und nicht ganz. Die lineare Transformation 


fo.<) 


eRe S| Xn 
= » UL ey lee $5in C 
fe nt m+n—« . 2, —1,0,1,2,... 


N= —00 


ist orthogonal. 
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Als Wronskische Determinante des Funktionensystems _/,(x), 
f.(x). ..., n(x) bezeichnet man die Determinante 


At) fi) 1 @) Mx) 
fale) falx) FSR)... fe Mx) 
fale) fae) £8)... M(x) |= WU, fal), --.» fal). 


In(x) trl) fae)... A(R) | 

55. Wenn c;, Konstanten sind, so gilt 

Wewahit Crete +--+ + Cintas Corhr + Conte t+ +++ + Conta... 
Cnifi + nate +--+ + Cnnfn) = lCault > Why fer -.-> fn). 

56. WIA(P(*)), fo(Y(2)), .--5 fn(H(%))] 


n(n-1) 


= p(x) ? WIA), fely),..-> faly)], 
rechts y = (x) eingesetzt. : 
57. W(phy Pla ---» Pfn) =P" Wty fa ---s fn): 
! _wl(s) (fr) IV), 
58. pe fe 39 hg w|(2), (i), 38 ()| 


d Wis. --tatatn) Beadle ype 2) feos) Ty iia PEL foe vn). 
a al peated PROS poker pee sles oc A Bip paaeed -ofn—2a Ina) P 


60. Wenn W(j,,/2,..-5/n-1)/n) injedem Punkte und W(f;, fe, ...,/n-1) 
in keinem Punkte des Intervalles a, 6 verschwindet, so gibt es n—1 
Konstanten ¢,,C,,..., Cn-,, So beschaffen, daB im ganzen Intervall a, b 


{n(x) = i is x Co fa(%) dott act Cn-1fn-1(X). 


61. Sind 7,(x), /,(), ..., fr(x) m linear unabhangige Integrale der 
homogenen linearen Differentialgleichung n'* Ordnung 


H+ (x) YD + a(x) ¥"-2) + ++» + Palx) ¥ = 0, 
so gilt fiir jede Funktion y 


! W feu Teiht= «dws 
y) + (x) yD 4 qpa(x) y"-2) +--+ a(x) v= eerie 


62. (Fortsetzung.) Man setze 
egy bees y= Sh WE WELD) BY SW. 
Dann gilt fiir jede Funktion y ;' 
J + py(a) OY + a(x) YOY b> + Pal) = 


teed dal iietae due on tam Cah. 12. Ye 
= W,- , 4% Wi. Wr WW,’ dx W,W, dx W,’ 
8 
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Diese Zerlegung des linearen Differentialausdruckes, die die Kenntnis 
von » unabhangigen Integralen erfordert, ist ahnlich der Faktoren- 
zerlegung eines Polynoms n*** Grades, die die Kenntnis von Null- 
stellen erfordert. 


63. Es seien /,(x), f.(x), ..., fn(x) reelle stetige Funktionen, defi- 
niert im Intervalle a, b. Die Determinante 
} b | 
| [ tale) tu (x) dx 
|@ We ray 70 
ist nie negativ; sie verschwindet dann und nur dann, wenn zwischen 
den Funktionen /,(x), f(x), ..., fn(x) eine lineare homogene Relation 
mit konstanten Koeffizienten, die nicht samtlich verschwinden, besteht. 
64. (Fortsetzung.) Die Determinante 


b b b 
{@G@+6+-. +h)dx —fhtax ee —ftitrdx 
b b b 
—ffafax f@+8 =the -- + f) dx —|fafyadx 
SACRE ROR) Shae a amu ene SC 
—fintdx — | tnf,dx Ave) GE Pare fsa) am 


ist nie negativ; sie verschwindet dann und nur dann, wenn die Funk- 
tionen /,(x), f.(x), ..., fn(~) nur in konstanten Faktoren voneinander 
abweichen, oder anders ausgedriickt, wenn sie alle Multipla einer unter 
ihnen sind. 

65. (Fortsetzung.) Die Determinante 
b 


fi, (Dt, (ada 
et : 


ey PW BOK 35 1 


ist nie negativ; sie verschwindet_dann und nur dann, wenn es unter 
den Funktionen /,(x), f(x), ..., fr(x) zwei identisch gleiche gibt. 

66. Ein von Gauf in der Theoria combinationis observationum 
[Werke, Bd. 4, S. 12, vgl. die beiden letzten Zeilen von Art. 14] ge- 
legentlich erwahnter Satz l4Bt sich folgendermaBen verallgemeinern: 

Es sei f(x) fir x >0 definiert, daselbst nicht zunehmend, /(x) = 0, 
jedoch nicht identisch =0. Ferner seien die reellen Zahlen a,, dy, ..., dy, 
voneinander verschieden. Die Existenz aller vorkommenden Integrale 
vorausgesetzt, ist die Determinante 


1 
oo 


(a, ={- Ay + 1) [xt teu i(x) dx | 


Ay DF yaar 
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nie negativ; sie ist dann und nur dann = 0, wenn /(x) eine strecken- 
weise konstante Funktion mit nicht mehr als n — 4 Sprungstellen ist. 


Die Funktion /(#) sei eigentlich integrabel im Intervall 0<? <2z. 
Thre Fourtersche Reihe [VI, § 4] sei 


(9) Say + 2 > (a, cosnd + b,sinn 9). 
n=1 
Die aus den Konstanten Cy = dp, Cy = An + iby, C_n =Cn, N=, 2, 3 ae 
gebildeten Hermiteschen Formen 


nennen wir die zu /(%) gehérigen Toeplitzschen Formen. (Vgl. 48). 
67. Man bilde die Toeplitzschen Formen, welche zu den folgenden 
Funktionen gehéren: 
/(8)=c=konst., (3%) = a) + 2(a, cos + b,sin¥), 
i-?r 


(e)= 14—2rcos0+ 72’ Os teat: 


68. Wenn die Funktion /(#) im Intervall O<0 < 22 positiv ist, 
dann sind samtliche Toeflitzschen Formen definit positiv. Genauer: 
Wenn /(#) im Intervall 0=<% <2a zwischen den Grenzen m=<}(0)=M 

-gelegen ist, dann ist ! 
m=T,(/)=M, 


vorausgesetzt, daB die Variablen x», x,, ..., %, der Bedingung T,,(1) =1 
unterworfen sind. Das Gleichheitszeichen kann hier nur dann eintreten, 
wenn /(#) = konst. ist in jedem Stetigkeitspunkte von /(). 

69. Man berechne die Determinante D,(f) der Form T,,(f) fiir die 
Funktionen in 67 und zeige, daB, wenn /(#) iiberall positiv ist, 


2% 
i 
aa | teeta 


at? te 
lim VD,() =¢ 

n>co 
70. Es sei /(#) ein trigonometrisches Polynom erster Ordnung 
und /# ein Parameter. Die Determinante D,(f—) der zu /(0) — h ge- 
hérigen Toeplitzschen Form T,,(f—) ist eine ganze rationale Funktion 
(n + 1)'* Grades von # mit lauter reellen Nullstellen. Man berechne 

diese Nullstellen. 
71.° (Fortsetzung.) Die Nullstellen hon, Ayn, ..., Ann von Dy(f — h) 
liegen alle zwischen dem Minimum und Maximum von /(#), das heiBt 
m <hyn<=M, wenn m<}(9) <M ist im Intervalle 0,2. Wenn ferner 
8* 


= G(/). 
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F(h) eine beliebige, im Intervall m=<h = M eigentlich integrable Funk-- 
tion bezeichnet, dann ist 


2a 
pet Vanletel in) tee” an) ee / 
= Fif(d)| ae. 
ma ei aa | PUM ai 
72. Die Hermitesche Form 
n n e A 
> Rea tp C_»=C,, 


2=) “=0 


sei definit positiv. Dann liegen saémtliche Nullstellen des Polynoms 


Co Cy Co Ch 
Cy £9 ey Cn-1 
= Coy e% Cn -2 | 
C_n+1 C_n42 C_nis Cy 

1 z Ze a 


im Innern des Einheitskreises. 


Achter Abschnitt. 
Zahlentheorie. 


I. Kapitel. 
Zahlentheoretische Funktionen. 


Es sei x eine reelle Zahl. Man bezeichne mit [x] den ganzen Teil 
von x, d. h. diejenige ganze Zahl, die den Ungleichungen 
[x]Jax<[x]+1 
genigt. Es ist z. B. 
a= 3, — (2) 2, [0.731] —1. 
1. Es sei ganz und x beliebig. Dann ist 
[x +n] = [x] +n. 


2. In der Entwicklung der v-zeiligen Determinante hat das Pro- 


n 
dukt der in der Nebendiagonale befindlichen Glieder all als Vor- 


zeichen. 


3. Es ist 
(22|—2Z2fat=0 odemod, 


je nachdem 
x—[x]}<4 oder 2}. 
4. Ist 0<.a <1, so ist 
[x] —[x —a] =O oder 1, 
je nachdem 
x —[x])=a0 oder <a. 


5. Es liege x nicht in der Mitte zwischen zwei konsekutiven ganzen 
Zahlen. Man driicke die zu % EU pie ae ganze Zahl mit Hilfe des 


Symbols [] aus. | 
6. Man konnte [x] als die zu x linksbenachbarte ganze Zahl be- 


zeichnen. Man driicke die zu x rechtsbenachbarte ganze Zahl mit Hilfe 
des Symbols [ ] aus. (Postgebithren und dergleichen richten sich haufig 
nach der rechtsbenachbarten ganzen Zahl.) 
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7. Es ist 


(~] + [6] entweder =[«+ A], oder. =[« + 6] —1, 
[«] —[f] entweder =[a«—], oder =[« —] +1. 


8. Es ist 
[20] 4- (26) lo) + lo + pi ie). 


9. Es sei eine positive ganze Zahl; dann ist 


[x] + ee ah See tN 2 ped, 


10. Es sei ” eine positive ganze Zahl, x beliebig. Man hat 


[n x] 
n 


= [4]. 
11. Es sei m positiv ganz. Die héchste Potenz von 2, die in 


alta Sys 


atitgeht, ist 244) 


12. Es seien a und n positive ganze Zahlen. Die Anzahl derjenigen 


unter den Zahlen 1, 2, 3,..:, ~, die durch a teilbar sind, ist “ 
; a 


13. Wieviel Nullstellen hat die Funktion sinx im Intervalle 
a<%«x=<b? Wieviele im Intervalle a<x<b? 

14, Es sei OS a=. Man bezeichne mit V,(«) die Anzahl der 
Zeichenwechsel in der Folge 


4, cosa, cos2a, su. ;COS(N—1)&, Cosma: 
dann ist 
5 alle oa 
him Valo) _ & | 
n>co TU 


15. Es sei 6 eine Irrationalzahl, 0<@0<1 und g, =O oder 4, 
je nachdem [”6| und [(m—1)6]. gleich oder verschieden sind. Man 
zeige, daB 

lim 2 &1 ae &2 a te 8n 


Nn >ow 


= 6. 


16. Wie groB ist die Anzahl N(r, a, x) der Nullstellen der ganzen 
Funktion ¢ — ae'* in der Kreisscheibe |z|<r? (7, a, ~ reelle Kon- 
stanten, r>0, a> 0.) 
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17. Es seien a und 6 ganze Zahlen, f(x) eine in a<x=b definierte 
Funktion, /(*) >0. Man driicke die Anzahl der Gitterpunkte (Punkte 
mit ganzzahligen Koordinaten, I 28), die sich in der durch die Un- 
gleichungen 


@=%=b, O<ySsij(zx) 


-abgegrenzten Flache befinden, durch das Symbol [ ] aus. 
18. Es seien # und gq teilerfremde positive ganze Zahlen. Man 
beweise durch Abzahlung. von Gitterpunkten die Formel 


s]+ B= Bel e+ [teem 


p p p “ 
19. Sind / und qg ungerade teilerfremde positive ganze Zahlen, 
so gilt, wenn man — =, i—* =qd setzt, 


(]+ +28) (E+ B+ + (2) re 


20. Es sei # eine Primzahl von der Form 4” + 1. Dann ist 


(v2) + ly2a) + [32] + ig ec + 4| = ea 


21. Es seien irgendwelche Objekte in der Anzahl N gegeben. 
Es sei N, die Anzahl derjenigen Objekte, denen eine gewisse Eigen- 
schaft a, Ng die Anzahl derjenigen, denen die Eigenschaft f, ..., N,, 
bzw. N, die Anzahl derjenigen, denen die Eigenschaft x bzw. 4 zu- 


kommt. Ahnlich bezeichne N,g, Nay,..., Nagy, .--»Napy..xa die An- 
zahl derjenigen Objekte, denen gleichzeitig die Eigenschaften « und 8, 
bzw. o und ¥, ..., bzw. &, f.und y, ...,. bzw. a, B, y, ...,% und A 


zukommen. Dann wird die Anzahl derjenigen Objekte, denen keine 
der Eigenschaften «, f, y,..., x, 4 zukommt, gegeben durch 


WN SON p eae N, — ce Neg NT 
+ Nap apa pat ct + Nua 
oa By 
BOING 692102 2 


22. Es seien n Objekte gegeben, m >1. Die Eigenschaft « komme 
allen zu, mit Ausnahme des ersten, die Eigenschaft / allen, mit Aus- 
nahme des zweiten, ..., die Eigenschaft 4 allen, mit Ausnahme des 
letzten ne" Objektes. Was ergibt 21, auf diesen Fall angewandt ? 
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23. Wie viele der ! Entwicklungsglieder einer Determinante 
n‘* Ordnung bleiben iibrig, wenn alle Elemente der Hauptdiagonale 
gleich 0-gesetzt werden? [Man beachte 21: die Eigenschaft « soll 
denjenigen Gliedern zukommen, die a,, als Faktor enthalten, usw.] 

24. Es seien a, b, c,..., k, | zueinander teilerfremde positive ganze 
Zahlen. Welches ist die Anzahl derjenigen unter den Zahlen 1, 2, 3, ...,%, 
die durch keine der Zahlen a, b, c,..., k, / teilbar sind? [12.] 

25. Die verschiedenen Primfaktoren der Zahl m mégen #, q,7,... 
heiBen. Die Anzahl der zu  teilerfremden Zahlen unterhalb 1 ist gleich 


eta) 
m4) (4 (4 eee, 

p q r 
Diese Anzahl wird gewoéhnlich mit g() bezeichnet. Es wird g(1) = 1 
gesetzt; q(m) ist also die Anzahl der zu m teilerfremden Zahlen dis 
zur Grenze n inklusive. Dies gilt fiir 11, da 1 zu sich selbst teiler- 
fremd ist. 

26. Es seien irgendwelche Objekte in der Anzahl N gegeben, 
denen wie in 21 die Eigenschaften «, f, y,...,%, 4 zukommen kénnen. 
Jedem einzelnen Objekt sei ein Wert zugeordnet. Es bezeichne W, den 
Gesamtwert (die Summe der Werte) derjenigen Objekte, denen die 
Eigenschaft « zukommt, W, den Gesamtwert derjenigen mit der Eigen- 
schaft B, usw. Ahnlich bezeichne Ws, Way, ..., Wapy <6, Wapy.cxd 
den Gesamtwert derjenigen Objekte, denen gleichzeitig die Eigenschaften 
« und B, bzw. & und y, ..., bzw.-«, 6 und y, ...,‘bzw. a, B, y, ..., 
x und 4 zukommen. Ist W der Gesamtwert simtlicher Objekte, so ist 
der Gesamtwert der Objekte, denen keine der Eigenschaften 0, f,y,...,%,4 
zukommt, gleich 


W—-W,. —W, —W,—---—W, —W, 
+ Wap + Woy oe + Waa 
— Wapy—- 
a Wa py.cud . ‘ : (21.] 
27. Es sei n > 1; 71, 79, ..., %q(n) Seien die zu # teilerfremden Zahlen 
unterhalb ». Dann ist 


wenn #, q,7,... die verschiedenen Primfaktoren von sind, und » ihre 
Anzahl ist. ; 


Es sei » nicht negativ und ganz. Unter einem ,,Teil‘‘ von m ver- _ 
stehen wir irgendeine nichtnegative ganze Zahl, die <™ ist. Die — 
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Zahlen 0 und  heiBen ,,uneigentliche Teile‘‘. Die Zahl 0 enthalt nur 
sich selbst als Teil, und zwar als uneigentlichen. 

Es sei ” positiv und ganz. Unter einem ,,Teiler“ von  verstehen 
wir irgendeine positive ganze Zahl, die in » ohne Rest aufgeht. Die 
Zahlen 1 und m heiGen ,,uneigentliche Teiler‘“. Die Zahl 1 enthalt 
nur sich selbst als Teiler, und zwar als uneigentlichen. 

Es seien m und n nichtnegativ und ganz. Unter dem gréBten 
gemeinsamen Teil von m und m verstehen wir diejenige Zahl, deren 
Teile mit den gemeinsamen Teilen von m und » identisch sind. Dies 
ist die kleinere (nicht gréBere) der beiden Zahlen m und n, in Zeichen: 
Min (m, 1). 

Es seien m und  positiv und ganz. Unter dem gréBten gemein- 
samen Teiler von m und m versteht man diejenige Zahl, deren 
Teiler mit den gemeinsamen Teilern von m und 1 identisch sind, in 
Zeichen: (m, n). 

Unter Min (/, m, n, ...) versteht man allgemein die kleinste der 
Zahlen /, m, n, ..., unter (/, m, n, ...) den gréBten gemeinsamen Teiler 
der Zahlen 1, m, n, 

Es gibt eine kleinste Zahl, unter deren Teilen sowohl die von m . 
wie auch die von  vorkommen, namlich die gréBere (nicht kleinere) 
der beiden Zahlen m und 2, in Zeichen: Max .(m, n). 

Es gibt eine kleinste Zahl, unter deren Teilern sowohl die von m 
wie auch die von” vorkommen. Dies ist das kleinste gemeinsame Viel- 
fache von m und n. 

Es seien dy, 4, a, ... irgendwelche Zahlen. Unter >>’a, versteht 


tan 


man die Summe, erstreckt iiber samtliche Teile von (die uneigent- 


lichen 0 und  eingeschlossen) ; Pan San 


Es seien a, dy, ag, ... eeerineiche ea Unter >a, ohne 
tin 


man die Summe, erstreckt iiber simtliche Teiler von m (die uneigent- 
lichen 1 und m eingeschlossen). Z. B. Q; = A, + ay + dg + Ag. 
76 
28. Es seien a, b, c, ..., k, | irgendwelche nichtnegative ganze 
Zahlen. Es ist ; 
Max (a, 6, c, ...,%& N=atote+::-+k+1 
— Min (a, 6) — Min (a, c) — --. — Min (f, /) 
+ Min (a, b, c)+--: . 


se eee ee reer eee eee reese 


+ Min (a, 6, c, ..., R, I). 


29. Das kleinste gemeinsame Vielfache M der positiven ganzen 
Zahlen a, b, c, ..., k, | 1aBt sich folgendermaBen darstellen: 


M =abc---kl(a, b)-1(a, c)-}--- (k, )-* (a, 6, c) --- (a, b,c, ..., R, )*. 
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30. Es ist 
(eq Oin. 058.0 0? ee eee 4 
Mi A Ose 0 Ae 2 ee 2 
ge tie ate 0 Olean ee Saas 3 
ie 1A 0} 10%2.i; Seat 4 
Pili thee ae 1 | Tee a eA n+ 


Hierbei ist das allgemeine Element der ersten Determinante 7;,, = 1, 
wenn « ein (eigentlicher oder uneigentlicher) Teil von 2 ist, sonst 
O (A, w=0, 1, ..., ”); in der zweiten ist das allgemeine Element c;, 
gleich der Anzahl der gemeinsamen Teile von 4 und yw, d. h. die kleinere 
von den beiden Zahlen 4+ 1 und w+1 (A, w=0, 1, ..., n). 

31. Der Wert der Determinante, deren allgemeines Element c;,, 
gleich der Anzahl der gemeinsamen Teiler von 1 und mw, mit andern 
Worten die Teileranzahl des gréBten gemeinsamen Teilers von 4 und wu 
ISU MAM == Ned. ie lSte—— te 

320 GESiseleD Go @y, 2.25 10n pellebig, eA, — 2) Ga On ae ig 
Es ist t=? 


Ay Ay Ay Ay Ay 
Ay A, A, A, A, | 
| Ay A, A, A, A, = A) 4, A,-+- Ay. 
Acme A, ae Ae 
Ay A, A, A, Ae 


Das allgemeine Element c,,, der Determinante ist =A, mit r= Min (A, »), 
4, 4=0, 1, ..., m. (Verallgemeinerung von 30.) 

33: ES. seien.a,,"aj, 5..,°@, beliebig; A, =a, Y= 4,'2,-4.., 0. 
Es ist : B 


TD Vale A, A, A 
A, A, A, A, Ag, n) | 
A, A, A, A, Ag n) 
g == A, A> Aas a, z 
A, Aw, 2) Aw, 3) Aw, Qa a. 


Das allgemeine Element c,,, der Determinante ist =A, mit 7 = (A, w), 
A, w=1, 2, ..., m. (Verallgemeinerung von 31.) 

34. Sind dy, 4, a, ... beliebig und A,, = Pe ya Ree 
so ist offenbar tan 


ay = Ay, a,=A,— Ay, a, = A,— A,, ae dy= Ay Anes; 
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Sind a, ay, as, ... beliebig und A,, Sek Risa 1 2.03 wxiagtso ist 
tin 


joe Ay, bray 1A, hag Aget Ajsnag Ay Aj: 
a; = A; — A,, ag = A, — A; — A, 4- Aj, 


und allgemein 
a, => (An, n=1, 2,3, Slice say 


wobei u(n) das Mébiussche Symbol ist (siehe die Definition auf S. 124). 
35. Man bezeichne mit yw(y) eine beliebige fiir 0 =< y=<1 definierte 
Funktion. Es sei 


mm=Sy(2), 1m=Sv(), 
vy=1 (nn= 


die letztere Summe iiber diejenigen Zahlen 7 erstreckt, die =< und 
’ zu m teilerfremd sind. Dann ist 


{(n) eit g (”) ie (2) g(t). 


36. Es ist bekanntlich 
Man setze 


das Produkt iiber diejenigen Zahlen 7 erstreckt, die =m und zu n 
teilerfremd sind. (Das n* Kreisteilungspolynom.) Die Nullstellen von 
x" —1 sind die n‘® Einheitswurzeln, die Nullstellen von K,(x) sind 
die primitiven n‘*° Einheitswurzeln. Man beweise die Formel 


n u(t) 
K,,(*) = ff le = 1) : 
t/n 
37. Ist u(n) das Mébiussche Symbol, so 1st 


2a0ir 
2 Wis (M) 


(r,n)=1 


Unter einer zahlentheoretischen Funktion f{(n) versteht man eine 
fiir » =1,2,3,... definierte Funktion. In diesem allgemeinen Sinne 
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ist die Angabe einer ,,zahlentheoretischen Funktion‘‘ aquivalent mit 
der Angabe einer beliebigen unendlichen Zahlenfolge. Einige fir die 
Zahlentheorie interessante Funktionen dieser Art sind die folgenden: 


y(n) (Eulersche Funktion): Anzahl der zu 1 teilerfremden Zahlen 


unterhalb n [25]; 


t(n) => 4: Anzahl der Teiler von n; 
tin 
o(n) = >t: Summe der Teiler von n; 
t/n | 
6x(n) =>'t*: Summe der a‘ Potenzen der Teiler von 7; o,()=o(n), 
tin 


oon) = t(n); 

y(n): Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von 1; 

u(n) (Mébiussches Symbol): (1) =1, u(m) = 0, wenn m durch 
ein Quadrat (auBer 1) teilbar ist und u(m) = (— 1)” in jedem anderen 
Falle; 

A(n) (Liouvillesches Symbol): 4(4)=1, A(m) =(—1)*, wenn k 
die Anzahl der Primfaktoren von m (mehrfache mit der richtigen 
Multiplizitat gezahlt) bezeichnet; 

A(n) (Mangoldtsches Symbol): A(n)=logp, wenn =” eine 
Primzahlpotenz ist, sonst A(n) = 0. 


38. Man stelle sich eine Tafel dieser Funktionen her von n =1 
bis #=10. (Bei o,(m) fir o = 0,1, 2.) ; 


Den Potenzreihen 


Ay + ay2+ ag2®+ +--+ a_2” +++. => anc” ‘ 
n=0 
seien die Dirichletschen Reihen 
co 
ot 22 £5 Wi 
a@1-*+a,2-%*+--.- +a n-§+.---=da,n-* 
n=1 


gegentibergestellt. Die Potenzreihen sind das richtige Werkzeug fiir 
die additive (vgl. I, Kap. 1), die Dirichletschen Reihen fir die multi- 
plikatwe Zahlentheorie!). 

Das (Cauchysche) Produkt von zwei Potenzreihen 


co fog) CO 
ae ba 

Saat Sot = Soe" 
k=0 t=0 n=0 

wird durch | 
5 E 
Cn => ay, by Bey A, bn 4 

=n 


k+l=n t= 


1) In diesem Kapitel wird von Konvergenzfragen abgesehen. Im Falle 
absoluter Konvergenz sind samtliche Rechnungen zulassig. 
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definiert [I 34]. Hierbei durchlauft ¢ simtliche Teile von m, die un- 
eigentlichen 0 und m eingeschlossen. Das Dirichletsche Produkt von 
zwei Dirichletschen Reihen 


i) io) o°, 

ae -—8 SS a & = 
Page 0 lhe, cn 
k=1 l=1 n=1 


wird durch 


definiert. Hierbei durchlauft ¢ sémtliche Teiler von n, die uneigent- 
lichen 1 und # eingeschlossen. 

Werden sadmtliche Koeffizienten einer Potenzreihe gleich 1 gesetzt, 
so entsteht die geometrische Reihe 


1 


ABBE AS od Bich Ba ree a pase 


Werden samtliche Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe gleich 1 
gesetzt, so entsteht die Zetafunktion 


47-*¥+27-§43°-%*4.---+n-F4.---= C(s). 


39. Die Anzahl der Teile von ” ist }'1 = + 1. Die Anzahl der 
Teiler von x ist - =t(n). Esist ‘= 
t/n 


$ (in +1) 2° = é 


n=0 (4 > a z)?’ 


40. Der x‘* Koeffizient in der Entwicklung des Produktes 


Sen n-* = C(s)%. 


a SY eee ar ee 
i eig—0) n=1 
ist =: od 
2% bzw Me 
tan t 
41. Man zeige, daB 
1 


1—2z 


Pe a eet cae 
PAYA e 422) 2-* + f(3)3 8 ee ee) 
4 tide | 


Sea ee ae eC 


42. Es sei, wie in82: >'a,=A,, 2=0, 1, 2, .-5; dann ist 


tn 


(Ay + Aye + Age? ++ + Ant + --)(1—-2) 
By Ayo det ae age et 
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Es sei ferner, wie in 33: Sa=A,, »=1, 2,3,...; dann ist 
t/n 
(Ani 2 eA ee + A,n-i+o--)- 
“(PRAY To? (2) 2 eS) elem + u(n)n-= + ---) 
= a, 1G, 269 ia 3 ee Ag ee. 


Unter einer multiplikativen zahlentheoretischen Funktion /(m) ver- 
steht man eine solche, fiir die /(1) =1 ist, und die fiir teilerfremde m 
und 7 die Gleichung 


f(m) {(n) = f(mn) 
erfiillt. 
43. Man zeige, daB 


nm, Gy(n), 27™, p(n), Alm), p(n) 
multiplikative zahlentheoretische Funktionen sind. [Fiir v(m) beachte 
man 25.] 
44. Es sei n= ph ph... phy, wobei f,, po, ..., p» Vvoneinander 
verschiedene Pe renien sind. Dann ist 


A o(k, +1) ic a(k,+1) Aro a(Ky +1) 
O(n) = as . oie maou Py — 
dees 1— po 1 — 23 
he, 1B). 
k,+1 ile k.4+1 As Kl . 
ee Z Pr” a(n) =(hy-+4) (hat): (Be 4A). 


ss 4-f, 1—f, 
45. Man zeige, daB fiir 1 > 30 


p(n) > r(n) 
ist. 

46. Es seien a, b, c, d, ..., k, 1 positive ganze Zahlen, M ihr 
kleinstes gemeinsames Vielfaches, (a, b), (a,c), ... (a,b,c), ... bezeichne 
wie gewohnlich den gréBten gemeinsamen Teiler von a und b, bzw. 
von a unde, ..., bzw. von a, bundc, .... Ist f(n) eine multipli- 

kative Funktion, so hat man 


1(M) f(a, 5)) f((4,¢)) -- - f((a,2) f(a, , ¢, d)) --» = f(a) f(b) --- { f(a,b, 0)». 


(Rechterhand stehen diejenigen /(n), fiir die m der gréBte gemeinsame 
Teiler einer ungeraden Anzahl der Zahlen a, b,c, ..., k, 1 ist.) [29 ist 
der Spezialfall f(n) = n.] 


47. Es sei /(m) eine multiplikative zahlentheoretische ie8aels 
Dann ist © 


Spon = TT 000+ Hb 2+ HB ae 
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das unendliche Produkt ist iiber sAmtliche Primzahlen # erstreckt und 
so gebildet, da8S man nur aus endlich vielen Faktoren Glieder ent- 
nimmt, die von 1~* verschieden sind. 


48. ¢(s) =|} Peres 


49. Man zeige, daB 


=~ ai i ~ y(n HepRsG(s)% 
Zoal(n)n = €(s) o(s — a), eaier ARS)" 


Sin) n= ) : Soimnghenn sae! 


ist. [43, 44, 25.] 
50. Es sei a(m) der gréBte ungerade Teiler von 1. Dann ist 


apie 
eet 228 Saban) ea a(n) 8 Poe Cis — 4) 
51. Man beweise, daB 
S = 5 os) j 
BAe = aig gy ist. 
bi he ae — a 
a SHO =1 5 fit. 21. 
_f41, wenn m eine Quadratzahl ist. 
BS a ~ lo, wenn m keine Quadratzahl ist. 
54. Pa y(t) =n. 
55. Se ) BXAGE 
t/n 
56. Pa A(t) = logn. 
57. 4) 1; 2) ees (1, A) 
Bi a ee 2 dO 20): 70). 
| (m, 1) (m, 2) (n, 2) 


58. Man betrachte samtliche mdglichen Zerlegungen = « f einer 
geraden Zahl m von der Art, daB a ungerade (auch 1), f gerade ist. 


Dann ist 
Dip Die 


} n 
gleich der Teilersumme von —. 


“a 
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59. Es seien /(m) und g(x) multiplikative zahlentheoretische Funk- 
tionen. Dann ist auch die zahlentheoretische Funktion 


nn) = 1 ¢ (=) 


t/n 
multiplikativ. 


60. Die Anzahl der verschiedenartigen regulaéren geschlossenen 
n-Ecke ist gleich $q(m). 

61. Die Summe samtlicher positiven echten Briiche, die in redu- 
zierter Form geschrieben den Nenner 1 haben, ist = 4y(n), n=2. 

62. Es seien a, b, c positive ganze Zahlen; unter den c Briichen: 


a, a+b a+2b a+(c—1)b 
ge ae Cee a c 
gibt es we) unkiirzbare, wenn (a, b, c)=1. Ist (45-0, 90) SAL Se 


(6) 
lassen sich natiirlich alle kirzen. 
63. Wieviel unkiirzbare gibt es unter den folgenden n? Briichen: 


1 Ae Ait 4 
4 , 2 , 3 ’ 4 ’ J n , 
fab aie a. 2 
4 ’ 2 , 3 , 4 ’ > n , 
ie! dae iS o 
4 ’ 2 ’ 3 J 4 > 1 ’ n , 
n n nN Hn 5 
: 4 ,’ 2: ’ 3 , 4 ’ ’ n . 


* 
64. Es sei ®(m) die Anzahl der unkiirzbaren unter den folgenden 
n* Briichen 


va rk weigh Rea 2 4+ni 
nn’ Vibes ihe g PES, 

21 2+24 241 
nn” Nag oh 3 ne 

nti mt 28 nbn 
nN nN : 4 n 


a+1b 


(i = /—1; der Bruch ee heiBt kiirzbar, wenn (a, b, n) > 1, unkiirz- 


VIII. Abschn., Kap 1: § 6, Nr. 59—64 -§ 7, Nr. 65—67. 129 


bar, wenn (a,b, ) = 1 st. Die Funktion ®(n) besitzt folgende Eigen- 
schaften: 


(1) D(m) O(n) = Dimn) fiir (m, nm)=1, (1) = 
D(pt) = prt — prk-2, Py Primzabi ak =1, 2,3, ..2: 
1 4 “ 
Be — Soaiiese), Medios — amo —_—_ eee 
(2) D(n) = n? (1- = (1 = (: =) , 
wenn #, g, 7, ... die verschiedenen Primfaktoren von n sind; 
ph 
(3) | p2 (t) =n 
Ss -» _ $ (8 — 2) 
(4) a 2) n —_— f(s) 


Man beweise (1), (2), (3) voneinander unabhdngig direkt aus der 
Definition. Man zeige ferner’ 


(1) (4), (2)>(4), (3) 
(4)> (1), (4)>(2), (4) 


65. Aus der Identitat 


folgt | 


n=1 
und umgekehrt; a,, a, a3, ..., 4,, Ao, Az, ... sind Konstanten. (Auf 
der linken Seite der zweiten Gleichung tritt eine sogenannte Lambert- 


sche Reihe auf.) 
66. Die beiden Identitaten 


rot —2'-9 Slawt= Sant, S S Ts ->5. a 
n=1 n=1 


sind aquivalent. 
67. Zwischen den Zahlen 4a, aj, a, ... und A,, Ay, Az, ... 
bestehe die gleiche Beziehung wie in 65. Dann ist 


TI sint)"=] (1-)" 


n=1 n=1 


1) D. h. aus (1) folgt (4), aus (2) folgt (4) usw. 
Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsatze II. 9 
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68. Zwischen den Zahlen 4a, a,, a3, ... und B,, B,, Bs, ... 


bestehe die gleiche Beziehung wie in 66. Dann ist 
T/ % x \an = x2 \Bn 
Filson “IT 


69. Man zeige, daB 
(nen ng Sie )an 


4— x" 


nm-L nu 


rationale Funktionen von x sind. Welche? 


70. Oana 
Se eae oi 
n s 


71. Man zeige, dab 


(0) x” 
Ane = x — 2a, i le te ee 
— dL gs — + % (1 — x?) 


x” 


72. = 
Zan Ie 1 + Lyn 


= % — 2x? + xA— 248 4 x? + x16 — 2x18 4 425... 
: n=1 


wo b, = 1, wenn ” eine Quadratzahl, 6, = —2, wenn m das Doppelte 
einer Quadratzahl, und in jedem anderen Falle 6, = 0 ist. 


LEE we 1% 


1x" “4—n3’ 
OO ere 1+ 2% + Ox? + 2x3 + x4 
2) 1eyoxi ae (4 — x?)8 iit SA 


n=1 


oe bee eS setae col ot cae 


t(n) x" = = = 
>) = Seow 4 ay 2 eae 4— x3 


~ i — x” ms. x ne x3 

20 = 2 oe apt Goa ta = 

“tole Be ipl ade 2” a a Ria 
moh)? ad ERATE WE ates. 


Dieim letzten Bruch auftretenden Exponenten haben die Form } (3k? 2). 
[1 54.| Man leite hieraus eine Rekursionsformel fiir o(1) ab, 
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76. Der Ausdruck 


WA ets p° 


4—g 1 — 9% ie Meal 


bleibt unverandert, wenn p mit g vertauscht wird. 


77. 
% a ae x4 
Pe ie i ee 
x x3 4 7 
—4—x*% 1-8 51-485 eon y 
78. 25 ae 2 a xf 
je ee MS gad 98 ty ea 
MORES 7 2x r 4x4 ox 
1-+% tiers d+txt 14248 
79. Es ist 


a(t) + #(2) +16) +--+ + atm) = [7] + [2] 4 [2] + + [2], 


[Beide Seiten bedeuten die Anzahl der Gitterpunkte in der Flache 
4>0, y>O, xysn.)}) 


80. Ist »=[j/x], so ist 
x(t) + 2(2) +2) + -- +2) =2|"|42[%]4..-+2[*] 2, 
81. Es sei - 
Dak Salt = Sean 
Dann besteht zwischen den Koeffizientensummen 


a, +a,+---+a,=A,, by +b, +-:- +6,=B,, 
CG te,+---+e,=L;, 


die folgende Beziehung: 


1) Die in 28—42 lherausgearbeitete Analogie (Teil, Teiler) kénnte hier bis 
zu einem gewissen Grade weiter verfolgt werden. 
9* 
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82. logn! = De0(|5 a | L ‘| Ae xa 


wobei die Summation iiber simtliche Primzahlen # zu erstrecken ist, 
die » nicht iibertreffen. [Man wende 81 auf das Dirichletsche Produkt 


an.] 
83. Mit den Bezeichnungen von 81 gilt auch 


ke Be Bayt 2 Ain — Ale 


wo v=([/n| gesetzt ist. 


2. Kapitel. 


Ganzzahlige Polynome und ganzwertige 
Funktionen. 
Ein Polynom 


P(x) = ay x™ + a,x" 14 ++) + ay _ 1% + am 


ist ganzzahlig, wenn seine Koeffizienten dp, a, ao, ...,An_14,4m ganze 
Zahlen sind. Das Polynom P(x) heiBt ganzwertig, wenn die Werte 
P(0), P(A), P(2), ..., P(m), .... ganze Zahlen sind. Wenn ein Polynom 
ganzzahlig ist, so ist es auch ganzwertig. 

84. Das Polynom 


1 (% — 1) (% — 2)- Se ae Xx 
ETO ( 


ist ganzwertig, jedoch nicht ganzzahlig, falls m= 2 ist. 
85. Jedes Polynom P(x) vom Grade m laBt sich auf die Form 


P(x) = bo ie +2,(,,7 , or rs +bn-1(4) + Bm 


bringen. P(x) ist dann und nur dann ganzwertig, wenn die Zahlen 
Bo, 04. «- ++ Om—1) Om ganze Zahlen sind. 

86. Ist das Polynom P(x) vom Grade m ganzwertig, so ist m! P(x) 
ganzzahlig. 

87. Nimmt eine ganze rationale Funktion vom Grade m fir 
m +41 konsekutive ganzzahlige Werte der Variablen ganzzahlige Werte 


an, so nimmt sie fiir s’mtliche ganzzahligen Werte der Variablen ganz- 
zahlige Werte an. 
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88. Jedes ungerade Polynom P(x) vom Grade 2m — 1 1aBt sich 
auf die Form 


aol ba mbatk or \ x+m—1 
P(x) a(t) +4 aut + ¢,( site ee + én ( Se od 
bringen. P(x) ist dann und nur dann ganzwertig, wenn die Zahlen 
9 Re Cm—1,Cm ganze Zahlen sind. 
89. Jedes gerade Polynom P(x) vom Grade 2m 1aBt sich auf die Form 
Seder x (x+1 x (xw+tm—1 
mim atat(jena tt ecnnten | 
(x) o+ eey t+ 4,5 3 + + dm = Jphhesce 


bringen. P(x) ist dann-und nur dann ganzwertig, wenn die Zahlen 
dy, ay, dy, -.-, dm_y, dm ganze Zahlen sind. 

90. Es gibt ganzzahlige Polynome m'* Grades, deren Absolutwert 
an m-+-1 ganzzahligen Stellen zu 1 ausfajlt, wenn m=<3, es gibt keine 
solchen, wenn m= 4. [VI 70.] 

91. Nimmt eine rationale ganze Funktion vom Grade m an m +1 
ganzzahligen Stellen rationale Werte an, so sind ihre Koeffizienten 
rationale Zahlen. 

92. Nimmt eine rationale gebrochene Funktion an allen positiven 
ganzzahligen Stellen rationale Werte an, so ist sie der Quotient von 
zwei ganzzahligen, teilerfremden Polynomen. [Die Rationalitat der 
Koeffizienten ist die Hauptsache.] 

; 93. Wenn eine rationale Funktion fiir unendlich viele ganzzahlige 
_ Werte der Veranderlichen eine ganze Zahl darstellt, so ist sie eine 
rationale ganze Funktion. 


94. In der Zahlenfolge 
yee Ee my 538 SE er he Bt eins ag alamnarinlante ates Bae 


sind je zwei Glieder zueinander teilerfremd. (Hieraus kann man ent- 
nehmen, daB unendlich viele Primzahlen existieren.) 
95. In der Zahlenfolge 


a, at+d, a+2d, .... a+nd, 


gibt es mehrere, ja unendlich viele Glieder, die genau dieselben Prim- 
faktoren haben; a, d sind ganze Zahlen, d20. 
96. In der Zahlenfolge | 


Fotdeh Aty o23ias2dal $5oiv dolls} 


besitzt jedes Glied einen Primfaktor, der = —1 (mod. 6) ist. 
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97. Es sei P(x) ein ganzwertiges Polynom. Ist es méglich, daB 
alle Glieder der Zahlenfolge 


P(t), P(2),"-P(3), ..5% Pim), 


Primzahlen sind? (Bei der speziellen Wahl P(x) = x? — x -+ 41 sind 
die ersten 40 Glieder Primzahlen, wie Euler bemerkte.) 


Ist die Funktion f(x) so beschaffen, daB die Werte 


f(0), . (4), (2), ++,  F(n), 


sdmtlich ganzzahlig sind, so heiBt f(x) ganzwertig. Z. B. ist 2” ganz- 
wertig. Eine rationale gebrochene Funktion kann nicht ganzwertig 
sein [93]. Eine Primzahl p heiBt Primteiler der ganzwertigen Funk- 
tion f(x), wenn es eine ganze Zahl 1 gibt, m0, so beschaffen, daB 
f(n) ZO und f(m)=0 (mod..p). 2” besitzt nur den einzigen Prim- 
teiler 2. Nach 94 besitzt die Funktion 27-++-1 unendlich viele Primteiler. 

98. Die Primteiler des Polynoms x?-+1 sind 2, 5, 13, 17, ..., 
d.h. 2 und die ungeraden Primzahlen von der Form 4n+1; die 
Primzahlen von der Form 4”-+ 3 sind keine Primteiler von x? +1. 

99. Man bestimme die Primteiler von x? +15. 

100. Es gibt unendlich viele Primzahlen, die keine Primteiler eines 
vorgelegten ganzzahligen irreduziblen Polynoms zweiten Grades sind. 
[Mit hoheren Hilfsmitteln zu beweisen. Vgl. die FuBnote zu 110.] 

101. Wenn ein nicht identisch verschwindendes ganzwertiges Poly- 
nom eine rationale Nullstelle besitzt, so sind alle Primzahlen seine 
Primteiler, abgesehen ev. von endlich vielen Ausnahmen. 

102. Alle Primzahlen sind Primteiler des Polynoms 


x8 — 4144+ 3622 — 36, 


das keine rationalen Nullstellen hat. 
103. Ein ungerader Primteiler von K,,(x), dem m‘” Kreisteilungs- 
polynom [86], ist entweder Teiler von m, oder =1 (mod. m). [104.] 
104, Ist p Primzahl, p> 2, p kein Teiler von m und K,,(a)=0 
(mod. #), so ist a zu p teilerfremd und gehért (mod. f) zum Ex- 
ponenten m. 


105. Es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form 6n —1. 
[Man betrachte die Primfaktorenzerlegung von 6P —1, wo P=5-114 
*17-23-29-41--- das Produkt aller schon bekannten Primzahlen von 
der Form 6” —1 ist.] 

106. Es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form 4n — 4. 

107. Es seien a, b, c ganze Zahlen, a20, b=2, c=0. Die ganz- 
wertige Funktion ab* +c besitzt unendlich viele Primteiler. [ab* + c 
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ist .periodisch nach jedem Modul m, der zu 6 teilerfremd ist; der ab- 
solute Wert dieser Funktion wachst ins Unendliche.] | 

108. Es sei P(x) ein ganzwertiges Polynom, jedoch keine Kon- 
stante. Dann besitzt P(x) unendlich viele Primteiler. 

109. Die in 108 erwahnte Tatsache kann auch so gefaBt werden: 
Ist P(x) ein ganzwertiges Polynom, jedoch keine Konstante, so lassen 
sich nicht alle Glieder der Zahlenfolge 


PO), Meer (ele ee Ph), 


aus endlich vielen Primzahlen zusammensetzen. Kann es vorkommen, 
daB unendlich viele Glieder der Folge sich aus endlich vielen Prim- 
zahlen zusammensetzen lassen? 

110. Es sei m eine positive ganze Zahl. In der arithmetischen 
_ Progression 
1, itm, 1+2m, 14+3m, 


gibt es unendlich viele Primzahlen 2). 

111. Die beiden ganzwertigen Polynome P(x) und Q(x) seien teiler- 
fremd. Dann gibt es beliebig groBe ganze Zahlen n, so beschaffen, daB 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen P(m) und Q(n) 
Primfaktoren enthalt, die ihr gréBter gemeinsamer Teiler nicht enthilt. 

112. Es sei P(x) ein zvreduzibles ganzwertiges Polynom. (Vgl. unten 
S. 136.) Dann gibt es beliebig groBe ganze Zahlen n, so beschaffen, 
daB in P(m) mindestens ein Primfaktor # einfach auftritt; d. h. 
P(n)=0 (mod. f), P(n) + 0 (mod. #?). 

113. Es sei P(x) ein ganzwertiges Polynom. Die Nullstelle von 
Rleinster Multiplizitat, die P(x) besitzt, soll die Multiplizitat m haben. 
(Dann miissen alle in P(m) aufgehenden Primfaktoren, abgesehen even- 
tuell von gewissen endlich vielen, mindestens zur m'‘" Potenz darin 
aufgehen, »=0,1,2,....) Es gibt beliebig groBe ganze Zahlen n, so 
beschaffen, daB in P(m) mindestens ein Primfaktor nicht mehr als 
m-fach auftritt. 

114. Stellt die ganze rationale Funktion P(x) fiir jeden ganzen 
positiven Wert x eine Quadratzahl dar, so ist P(x) das Quadrat einer 
ganzen rationalen Funktion. (Analoges gilt fiir héhere Potenzen.) 

115. Es seien 0,, b,, ..., b, voneinander verschiedene rationale 
ganze positive Zahlen, 0<b, <b, <---<b, und P,(x), P,(x), ..., Pr(x) 
ganzzahlige Polynome. Dann hat die Funktion 


Py (x) bf + Po(x) 65 + +++ + Pex) 


unendlich viele Primteiler. 


1) 105, 106, 110 sind Spezialfalle des wichtigen, von Dirichlet bewiesenen 
Satzes: In jeder arithmetischen Progression, deren Anfangsglied und Differenz 
teilerfremd sind, gibt es unendlich viele Primzahlen. 
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Ein Polynom vom Grade » mit rationalen Koeffiziénten heibt 
veduzibel, wenn es das Produkt von zwei Polynomen ist, deren Grade 
<m und deren Koeffizienten ebenfalls rational sind. Jedes Polynom 
ist entweder reduzibel oder ivreduzibel; im ersteren Fall ist es ein 
Produkt irreduzibler Polynome. 

116. Wenn ein ganzzahliges Polynom reduzibel ist, so ist es ein 
Produkt von ganzzahligen Polynomen niedrigeren Grades. 

117. Ein ganzzahliges Polynom /(x) kann an keiner ganzzahligen 
Stelle verschwinden, wenn /(0)-und /(1) ungerade sind. 

118. Nimmt das ganzzahlige Polynom P(x) vom n‘* Grade an n 
voneinander verschiedenen ganzzahligen Stellen Werte an, die samtlich 


von 0 verschieden und absolut genommen kleiner als \_ 2Y* sind, 
so ist P(x) irreduzibel. [VI 70.] att 4 


119. Die in 118 angegebene Schranke ]4Bt sich durch 


oy) 
|= n—|-|}! 
2 2 
ersetzen, wenn je zwei von den ganzzahligen Stellen, an denen P(x) 
ganzzahlig ist, den Mindestabstand d@ haben. 

120. Wenn der Wert des ganzzahligen Polynoms P(x) fiir unend- 
lich viele ganzzahlige Werte von x zu einer Primzahl ausfallen soll, so 
muB P(x) irreduzibel und 1 der gréBte gemeinsame Teiler der Koeffi- 


zienten von P(x) sein. Diese evidente Aussage 14B8t sich nicht um- 
kehren: Das Polynom 


x (% —(m! +4)) (% —2(n!.4+4)) ---(% — (m —1)(m! +1) + nla a+... 


ist irreduzibel, aber es stellt fiir keinen ganzzahligen Wert von x eine 
Primzahl dar, n= 3 vorausgesetzt. 


121. Es seien a, ay, ..., 4, voneinander verschiedene ganze Zahlen. 
Es soll bewiesen werden, daB die Funktion 


(% — @)(% — ag) +++ (% — ay) ~-4 
stets irreduzibel ist. 


122. (Fortsetzung.) Es soll untersucht werden, in welchen Fallen 


(% — ay)(% — ag) «++ (% — ap) +1 
reduzibel ist. 
123. (Fortsetzung.) Die Funktion 
(% — a) (% — aig)® -+» (% — ay)? + A 


ist irreduzibel. 
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124. (Fortsetzung.) Irreduzibel ist auch die Funktion 
(x — a,)* (% — a,)*--- (% — a,)*+ 1. 
125. (Fortsetzung.) Ist F(z) = 24+ Az’4 Bz22+ Az+1 ein po- 
sitiv definites irreduzibles ganzzahliges Polynom, so ist 
F(x — a;) (x — ay) a Gg a,)) 
nur dann reduzibel, wenn F(z) = z4 — 2? + 1 (das 12" Kreisteilungspoly- 
nom) und (% — a) (x — aa) «++ (%« — a,) = (x — a) (wv — x —1) (x —a — 2) 
mit ganzzahligem « ist. 
126. (Fortsetzung.) Ist A positiv und ganz, so ist 
A(% — a,)* (x — ag)* --- (% — ay)* + 1 
nur dann reduzibel, wenn 4 die vierte Potenz einer ganzen Zahl ist. 
127. P(x) sei ein ganzzahliges Polynom und es existiere eine 
ganze Zahl so, da8B folgende drei Bedingungen erfiillt sind: 


i Die Nullstellen von P(x) liegen in der Halbebene Rx <n — }. 
2. P(n —1) +0 
P(n) ist eine SEAL 
Dann ist P(x) irreduzibel. 


128. Es sei 
p = Ay Ay... An = Ay 10" + a, 10"-1 + ++. + ay, 
eine Primzahl im Dezimalsystem geschrieben, 0<a,=9, v=0,1,...,™; 


@=1. Das Polynom 
igh 1 Oe oe Og % + ap 
ist irreduzibel. [127, III 24.) 
129. Es seien 7 und s ungerade Primzahlen, so beschaffen, da8 


y=1(mod. 8) und (=) = (=) aH, 


Solche Primzahlen sind z. B. y= 41 und s=5. Das Polynom 
(«—yr—Ys)(%—Vr +s) (@+)7—Ys)(@+¥7+Ys) 
= «4 — 2(r + s)x? + (ry —s)? 


(1) = (x2 + 7 — s)?— 4rx? 
(2) = (x®7—r-+s)?— 45x 
(3) = (x2? — r— s)*—4rs 


ist irreduzibel, jedoch ,,reduzibel‘‘ (in zwei Faktoren 2‘ Grades zer- 
legbar) nach einem beliebigen Modul m, wie mit Benutzung der 
Formeln (1), (2), (3) elementar zu zeigen ist. 
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3. Kapitel. 
Zahlentheoretisches tiber Potenzreihen. 


130. Das Produkt von irgendwelchen m konsekutiven ganzen 
Zahlen ist durch das Produkt der m ersten positiven ganzen Zahlen 
teilbar. 

131. Das Produkt von m ganzen Zahlen in arithmetischer Pro- 
gression ist durch m! teilbar, wenn die Differenz der Progression zu 
m! prim ist. 

132. Das Differenzenprodukt von irgendwelchen m ganzen Zahlen 
ist durch das Differenzenprodukt der m ersten positiven ganzen Zahlen 
1,2, ...,.m 
teilbar. (Das Differenzenprodukt Tl (x, — x;) der m GréBen x1, %, .. +, Xm 

7<k 
besteht aus 4m (m — 1) Faktoren.) [Lésung V 96.] 

133. Fiir welche ganzen Zahlen m ist (n — 1)! durch 1 nicht teil- 
bar? Fir welche ist (~ — 1)! durch ? nicht teilbar? 

134. Welches ist der Exponent der héchsten Potenz einer Prim- 
zahl pf, die in m! aufgeht? 

135. Mit wieviel Nullen endet 1000!, im Dezimalsystem geschrieben ? 

136. Es seien a und bd positive ganze Zahlen. Dann ist (2a)! (20)! 
durch a! (a + 6)! 6b! teilbar. 

137.2, Sink sh candan POStbre Garey ohlen, danse mecne 
ganze Zahl. (hljrn! 


Eine nach wachsenden Potenzen von z geordnete Potenzreihe 
At ay2+a,2+--- + a,2"+.--- 
heiBt vationalzahlig, wenn die Koeffizienten a, a,, a, ..., Ay... Ta- 


tionale Zahlen sind, und ganzzahlig, wenn die Koeffizienten ap, ae 


@, ..., Gm, ... rationale ganze Zahlen sind. Eine rationalzahlige Potenz- 
reihe 14Bt sich in die Form 


So Sy So = Sn 
aa ey Se IE os = yt ao 
‘dag =e i + oy > ae 


setzen, WO Sp, ¢, rational ganz, (Sp, tn) = 1, tf, =1 ist. s, ist der Zahler, 
t, der Nenner des n'*" Koeffizienten. 


138. Es sei s eine ganze Zahl, ¢ eine positive ganze Zahl, (s, 4) = 1. 
Man zeige, daB in den Nennern der Koeffizienten der rationalzahligen 


Potenzreihe 
8 Come 
a Ss (Ss Ss yak 
4 vA o = c= | ey ‘ones Sj — ee, 
pce Pit 7 (; m1) 


nur Primfaktoren von ¢ aufgehen. 
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139. Es sei # ein Primfaktor von ¢, und es seien bzw. p%, p», 
p™, ..., p™, ... die héchsten Potenzen von 4, die in #, ty, t, . sto . 


aufgehen, wobei 7, den Nenner des u'" Koeffizienten der Reihenent- 
8 


wicklung von (1 + zt bedeutet; (s, 4) = 1. “Man berechne lim an : 
n> cot 


Die Funktion f(z) hei®t algebraisch, wenn sie einer Gleichung 
der Form 


Po(2) (f(2)’ + Py(z) (A@)-2 + «+> + Pr_y(2) #2) + Pilz) = 0 


geniigt; P,(z), P,(z), ..., P:(z) sind Polynome, P,(z) +0. 
Den richtigen Gesichtspunkt zur Beurteilung des speziellen “Re- 
sultates in 138, 139 gibt der folgende allgemeine Satz von Eisenstein: 
,, Wenn die rationalzahlige Potenzreihe 


a,zZ+ a,227+ a,2+ --- + a,2"+--- 


eine algebraische Funktion von z darstellt, so gibt es eine ganze Zahl T, 
so beschaffen, daB die Reihe 


a,Tz+a,T?2+ a,T?2+ ---+a,T"2".-- 


ganzzahlig ist.‘‘ [153.]. 
140. Man finde die kleinste ganze Zahl T von der Eigenschaft, 


& 
daB sdmtliche Koeffizienten der Reihenentwicklung von (1+ 7 z)# 


ganze Zahlen sind. 
141. Man beweise den Eisensteinschen Satz in dem einfachsten 


Spezialfall, namlich fiir rationale Funktionen. 


Man sagt, daB die Reihe 
some oto 38 align, a Ca yen t)Y 
pigten a: Lula, (att Y ioteoh 
mit rationalen Koeffizienten (s,, ¢, ganz, t,=1, (Sp, t,) = 1) der Etsen- 
steinschen Bedingung genigt, wenn eine ganze Zahl T existiert, so be- 
schaffen, daB 7” durch ¢, teilbar ist fiir 7 = 1, 2,3, .... 

142. Erfiillen zwei rationalzahlige Potenzreihen f(z) und g(z) die 
Eisensteinsche Bedingung, so erfiillen sie auch die Reihen 


f(z) +g), fe)—s8), fg), 


ferner 


a (g(0) 20 vorausgesetzt), f(g(z)) (g(0) = 0 vorausgesetzt). 
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143. Geniigen die beiden rationalzahligen Potenzreihen 
Ay + a, Z 4+ age +++» tay +--+, bo +dz2+0,24--- +6,2"+--: 
der Eisensteinschen Bedingung, so geniigt ihr auch die Reihe 
Ay By + ay by 2 + dg bg2? + +++ + Ay dy 2" + +> 


144. Man zeige, daB die Eisensteinsche Bedingung mit der simul- 
tanen Erfiillung der beiden folgenden Bedingungen aquivalent ist: 


4. Die Nenner #,, 4, ¢ts,...,¢p,... enthalten nur endlich viele 
verschiedene Primzahlen. 
it F 
DD, 28% "ist beschrankt, n = 1, 2, 3, 


~ 445. Man entwickle nach Potenzen von z die beiden Funktionen 


4 1 deer my 
1{—2 2—2 4-2 2" — 2 


2d jy sob Baal c oat a 
Erfillen die erhaltenen Potenzreihen die beiden Bedingungen 1. 2. in 
144? Sind die dargestellten Funktionen algebraisch ? 

146. Als hypergeometrische Reihe bezeichnet man die Reihe 


sg) SMe HA) (m= 1) BB+) + B+M—1) 
ADA ea sc er rena STE RIE a 


Sind « und f# rationale, aber nicht beide ganze Zahlen und ist y eine 
positive ganze Zahl, so ist es méglich, eine positive ganze Zahl T so zu 
wahlen, da8 samtliche Koeffizienten der hypergeometrischen . Reihe 
F(«, B, y; Tz) als ganze Zahlen ausfallen. (Es ist z. B. 


af as (H+ casei} 


(1 pss n=0 2: 


keine algebraische Funktion [I 90]: dic Kisenstcinsche Bedingung ist 
notwendig, aber nicht hinreichend dafir, daB dic Funktion alge- 
braisch sei.) 

147. Es seien o+y, B+y und «, B, y nicht samtlich rational, 
hingegen sdmtliche Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe 
F(x, B,y; 2) rational. Die beiden Zahlen « und f# sind dann Wurzeln 
einer irreduziblen quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten, 

148. In dem in 147 erwahnten Fall stellt F (a, 2, y; 2) keine al- 


gebraische Funktion von z dar. Man beweise es auf Grund des 
Eisensteinschen Satzes! . 
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149, Eine rationale Funktion, in deren Entwicklung nach wach- 
senden Potenzen von z lauter rationale Zahlen als Koeffizienten auf- 


treten, ist der Quotient von zwei Polynomen mit rationalen Koef- 
fizienten, 


150. Eine rationalzahlige Potenzreihe /(z) geniige einer Gleichung 
von der Form : 


Po(z) [A(2)}' + Py(z) [f(@) “2 + --- + Pr_a() fle) + Pilz) = 0; 


P,(z), P,(2), ..., Pi(z) sind Polynome, P,(z) +=0. Man zeige, daB f(z) 

auch einer Gleichung von derselben Form geniigt, worin die auf- 

tretenden Polynome rgtionale ganze Zahlen zu Koeffizienten haben. 
151. Die rationalzahlige Potenzreihe 


Y= A) + 4,2 + ay2 4- --- fa," + --- 


geniige einer algebraischen Differentialgleichung, d. h. einer Gleichung 
von der Form 


Riz, y,y',y",...., 9) = 0; 


R bedeutet eine rationale ganze Funktion ihrer r+ 2 Argumente. 
Man zeige, daB dann y sicherlich auch einer Gleichung von der Form 


R*(z,y, yy", ...,y) =0 


-geniigt; R* bedeutet eine rationale ganze Funktion mit ganzzahligen 
Koeffizienten, 

152. Es seien die Funktionen f(z) =e) + 42+ 6,224 ---, 
F(z), F,(z), F.(2), .... Pilz) (Foz) = 0) regular in einer Umgebung des 
Nullpunktes und durch die Gleichung ee 


F(z) f(@)F + File) f@)* +--+ + Fir) f@) + Fil) = 0 
miteinander verbunden. Dann erfiillt die Potenzreihe 
f*(2) = Cm + omer? + ment +o, 
falls m passend gewahlt ist, eine Gleichung von der Form 


Go(2) [f*(2)F + G,(2) fF (@)P-1 + ++ + Gea) A) + Gel) = 0, 


wobei k<1, Go(0) = G,(0) = +++ = Gr-2(0) =0, Ge-1(0) + 0, Gale) #0 
und G,(z) ein rationaler ganzer Ausdruck mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten in F,(2), F,(2), .... Fil2), % ©, C1» --+» Sm-1 ist, dividiert even- 


tuell durch eine Potenz von z; x = 0, 1, 2,..., &. (Funktionentheore- 
tische Vorbereitung: zu 153, 154.) 
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153. Erfiillen die rationalzahligen Potenzreihen P,(z), P;(z),..., Pil) 
die Eisensteinsche Bedingung, und geniigt die rationalzahlige Potenz- 
reihe f(z) der Gleichung 


Py(z) (2) + Pr(z) F@)P-4 + + + Pi-a@ se) + Pil) = 


so erfiillt auch f(z) die Eisensteinsche Bedingung. 
154. Es sei s,,¢, ganz, (Sp, t) =1, tr=41, und der gréBte Prim- 
faktor, der in ¢, aufgeht, heiBe P,. Man sagt, daB die Potenzreihe 


So “f le? iets A4Al Sn gh 
2 n 


v5 : 
der Tschebyscheffschen Bedingung gentigt, wenn i beschrankt ist, 


logP,, 
log 
beschrankt ist, m= 2,3,4,.... Sowohl fiir die Tschebyschejfsche wie 
auch fiir die Hurwitzsche Bedingung gelten analoge Sadtze wie 142, 
143, 153 fiir die E7sensteinsche. 


und daB sie der Hurwitzschen Bedingung geniigt, wenn 


155. Die ganzzahlige Potenzreihe 


@y + 4,2 + a,27+---+a,2"-+--- 


heiBe primitiv, wenn die Zahlen dp, 4, da, ..., Mp, ... auBer +1 keinen 
gemeinsamen Teiler besitzen. Man beweise, daB das Produkt zweier 
primitiver Potenzreihen wieder eine primitive Potenzreihe ist. 

156. Stellt die Potenzreihe 


Ag TP Ay 2 Pg? A oe Ay 2" oe 


mit ganzzahligen Koeffizienten eine rationale Funktion dar, so kann 


oer | Se PP 
diese in die Form a gesetzt werden, wobei P(z) und Q(z) Polynome 
mit ganzzahligen Koeffizienten bedeuten und Q(0) =1 ist. [155.] 
157. Es sei 
en Ge 
Pe 10s aio: 


+ pep ey, 


Ox 0; Gaya, wah are iat 10" 


eine positive Zahl <1 im Dezimalsystem geschrieben, 0< a,=9, 
vw =1,2,3,.... Die ganzzahlige Potenzreihe 
2+ a,2%7 + q,22 4+... ta gt... , 


stellt eine rationale Funktion dar, wenn @ rational, und keine rationale 
Funktion, wenn @ irrational ist. 
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158. Es seien in der unendlichen Zahlenfolge ap, a1, ao, ..., Gp, .-- 
nur endlich viele verschiedene Werte vorhanden. Die Potenzreihe 


Ataz+a,2+---+a,2"4 ... 


stellt dann und nur dann eine rationale Funktion dar, wenn die 
Koeffizientenfolge von einem gewissen Gliede an periodisch ist. 

159. Es sei / ganz, 1=0 und P(z) ein ganzzahliges Polynom. In 
der Potenzreihenentwicklung von P(z)(1— z)~!-1 sind die Koeffizienten 
ganze Zahlen, die, nach irgendeinem Primzahlmodul’ # genommen, 
eine periodische Folge bilden; die Periodenlange ist eine Potenz 
von ?. = 

160. Es sei D ganz und nicht teilbar durch die ungerade Prim- 
zahl p. Die Koeffizienten der Potenzrcihenentwicklung von antl)? 

(1—Dz)(4 —z) 
haben mod. / eine Periode, deren Lange ein cigentlicher oder uneigent- 
licher Teiler von # —1 ist. 

161. Es seien die ganzen Zahlen D und # so beschaffen wie in 
160. In der Potenzreihenentwicklung von (4 — D2?) =! sind die Koeffi- 
zienten, mod. # genommen, periodisch. Die Lange der Periode ist 
auf alle Falle ein Teiler von 2(f— 1); sie ist Teiler von » —1 oder 


nicht, je nachdem (>) = +41 oder —1 ist. 


162. Die Folge der Fibonaccischen Zahlen (vgl. VII 53) ist perio- 
disch nach jedem Modul. Man berechne die Periodenlange fir alle 
Primzahlen unterhalb 30. 

163. In einer ganzzahligen Potenzreihenentwicklung, die cine 
rationale Funktion darstellt, bilden die Koeffizienten, mod. m genommen, , 
von einem gewissen Gliede an eine periodische Folge (m beliebig). 


1 
164. Die algebraische Funktion c/a erzeugt, nach Potenzen 
1—4z 


von z entwickelt, eine Reihe mit ganzzahligen Koeffizienten. Diese 
Koeffizienten sind nach keinem ungeraden Primzahlmodul periodisch. 
(163 14Bt sich nicht auf algebraische Funktionen ausdehnen.) 


165. Der Konvergenzradius einer nicht abbrechenden ganzzahligen 
Potenzreihe ist <1. 

166. Eine nicht abbrechende ganzzahlige Potenzreihe, die im 
Innern des Einheitskreises konvergiert, kann daselbst keine beschrankte 
Funktion darstellen. 

167. Stellt eine ganzzahlige Potenzreihe eine algebraische, nicht 
rationale Funktion dar, so ist ihr Konvergenzradius <1. 
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168. In 167 ist die obere Schranke 1 die bestmégliche. Mit 
anderen Worten: Ist ¢>0, so gibt es eine ganzzahlige Potenzreihe, 
die eine. algebraische, nicht rationale Funktion darstellt und deren 
Konvergenzradius > 1 —e ist. 

169. Die Koeffizienten des Polynoms 


P(x) == Got Qe Us hapa bdr” cy aOR tied 
seien reell. Die durch die Potenzreihe 
[P(0)] + [P()] 2 + (P(2))2 + --- + [P@)] 2 + 


definierte analytische Funktion ist 


4. eine rationale Funktion, wenn die 7 Zahlen dp, a, ..., @~4 
sdmtlich rational sind, 
2. keine rationale Funktion, wenn die 7 Zahlen ay, a, ..., 4-4 


nicht sémtlich rational sind. (Vgl. Il 168.) [I 85.] 
170. Wenn die Folge der nichtnegativen ganzen Zahlen 


4, @,, Gz, «+, Gn, 


beschrankt ist und unendlich viele von 0 verschiedene Glieder enthalt, 
so stellt die Reihe 


2 2 ght 
er ge fA a ee ef geadva 
keine rationale Funktion dar. 
171. Unterliegt die Folge 
Ge AA Canteens 
denselben Voraussetzungen wie in 170, so stellt 
fo ee z 
a Ae 
Pz PSATEE 28 ae “Joiads qigaye 


keine rationale Funktion dar. 
172. Man bezeichne mit Q, die ,,Quersumme“ der Zahl , d.h. die 
Summe ihrer Ziffern. Z. B. ist Qi5, =1-+3-+7= 11. Die Potenzreihe 


Qiz-+ Ox? + Ope? + +> + Qn2® + 


hat den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze. : 

173. Es seien in einer unendlichen Logarithmentafel die Dopariet 
men aller positiven ganzen Zahlen 1, 2, 3, ... ihrer natiirlichen 
Reihenfolge nach untereinander geschrieben, und zwar so, daB gleich 
hohe Dezimalstellen in dieselbe vertikale. Kolonne zu stehen kommen. 
FaBt man die Ziffern irgend einer vertikalen Kolonne als Koeffizienten 
einer Potenzreihe auf, so entsteht eine nicht fortsetzbare Potenzreihe, 
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Anders formuliert ist folgender Satz zu beweisen: Es sei 7 eine 
ganze Zahl und in der Dezimalbruchentwicklung von log1, log2, 


log3, , logn, ... werde die 7'* Ziffer nach dem Komma bzw. mit 
d,, ds, ca ...» &, ... bezeichnet. Dann hat’die durch die Potenzreihe 
dz + daz? 4- dg28 4-... + d,2" 4... 


definierte analytische Funktion den Kreis |z| = 4 zur natiirlichen Grenze. 


Die Potenzreihe 


a a an 
cin oir Gio mes Lae i ea ge alan 
heiBt im Hurwitzschen Sinne ganzzahlig, kurz ,, H-ganzzahlig“, wenn 
A, 44, Ag, ..., Gp, ... Tationale ganze Zahlen sind. [A. Hurwitz, Math. 
Ann. Bd. 51, S. 196—226, 1899.] 
174, Ist f(z) H-ganzzahlig, so sind auch 


af(2) und fiaz 


dz ; 
H-ganzzahlig. ' 
175. Sind f(z) und. g(z) H-ganzzahlig, so sind auch 


f(z) + (2), f2)—8), feel) 


H-ganzzahlig, und unter der weiteren Voraussetzung, daB g(0) = +1, 
auch 


176. Ist f(z) H-ganzzahlig und /(0) = 0, so ist auch 
(f(z) 


im! 


H-ganzzahlig, m= 1, 2, 3, ... [174]. 

177. Sind f(z) und g(z) H-ganzzahlig und /(0) = 0, so ist auch 
el[f(z)] H-ganzzahlig. 

178. Die durch die Differentialgleichung 


(2261)! — 4 — toca 


und durch die Anfangsbedingungen (0) = 0, (0) >0 wohlbestimmte 
Funktion ¢(z) 14Bt sich in eine H-ganzzahlige Potenzreihe entwickeln. 


’ Pélya-Szegé, Aufgaben und Lebrsatze II. 10 
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Eine Kongruenz zwischen zwei H-ganzzahligen Potenzreihen 


a, is . 
do *t Gy Dictaigy eh yeaa 
b, ie ge A 
== 0 1% tea? Hf Tas 1 zt (mod. m) 
bedeute unendlich viele Kongruenzen 
Ay =by (mod. m), a,== 0, (mod. m), ...,  a,=b, (mod. m), 


zwischen den Koffizienten. 
179. is het 
(e? — 1/3? = 2(E +: +— ters tig A (mod. 4). 
180. Fir jede Primzahl # ist 
gp-1 g2(p-1) g(P- 2) 
ata ne a 
(g — 41 (@p—2)! * Gp—3)! 
181. Fiir jede 4 tibersteigende zusammengesetzte Zahl m ist 
(e? —1)"-!=0 (mod. m). 


182. Die Bernoullischen Zahlen B, sind als Koeffizienten in der 
Reihenentwicklung 


z c = ee e 
Priel 2 ess 


definiert (I 154). Es ist 


(= 1)?-t 


: .) (mod. 4). 


4 Ae 4 ete 
i= Sains SS. B,= = — — 
vee 2 = 520 neg eek 
4 Age tees 4 pre fo 
Be ee ee = a ee 1 
net? 2 es eG are ene 
5 1 ae one 691 {jeter te ee 
i ee ae ae =. - = + — 
E66 2-3 44 8 5¥56 Sas Oe Tae cae 
lon AA 3617 {eel ee 
Boe ee eS Bo == 
iro 2593 ; S640 Start sa steam 
Allgemein ist 
A) uF er eet 
By, = G, + —ayr(% 4 : = = art Gy) | 
b (yh Mita oh apie che rani |e 
wobei G,, eine ganze Zahl und 2, 3, a, Bb, y, ... diejenigen Primzahlen 


bedeuten, die einen Teiler von 2n um eine Einheit iibertreffen. [Man 
: . z 
entwickle zuerst z, dann aap nach wachsenden Potenzen von (e* — 4) 


und wende 179—181 an.] 
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183. Die Koeffizienten C,, der Reihe 


foe) 


& Cn An 
i Dasa 


n=0 


unter (z) die in 178 erklarte Funktion verstanden, sind rationale 
Zahlen, und zwar ist der Nenner von C,, durch kein Quadrat auBer 1 
und nur durch solche Primzahlen teilbar, die =1 (mod. 4) sind. [Man 


. z 
entwickle zuerst z, dann —— nach wachsenden Potenzen von q(z).] 


¢ (2) 
184,. Die Differentialgleichung 
say ot : 
(220) — ato} — 400 


besitzt ein wohlbestimmtes Integral von der Form 


eee, = Dy, 4n-—2 
fhe cae ice : 


(@(z) ist eine spezielle elliptische, eine sogenannte ,,lemniskatische“ 
Funktion; das Periodenparallelogramm ist ein Quadrat.) Die Zahlen 
D, sind rational, und zwar ist der Nenner von D, durch kein Quadrat 
auBer 1 und nur durch solche Primzahlen teilbar, die =1 (mod. 4) 
sind. [Man zeige, daB g(z) = [y(z)]~?, vgl. 183. Man entwickle zuerst 22, 
dann 2?[q(z)]~? nach wachsenden Potenzen von q(z); z? geniigt als 
_ Funktion von (z) einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung. ] 


foe) 


185. Geniigt eine H-ganzzahlige Potenzreihe ae einer 
‘ T0ne | 
homogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, 
so ist die Folge der Koeffizienten ap, @,, a, ..., @m, ... nach jedem 
Modul periodisch von einem gewissen Gliede an. (Beispiele hierzu 
schon 179, 180.) 
186. Die Potenzreibe 
29 OX see Xe 2n\ x” 
Log ol 1! ‘ pa! ay gcd As?) wis 
zeigt, daB der Satz 185 nicht ohne weiteres auf homogene lineare 
Differentialgleichungen, deren Koeffizienten Polynome sind, ausgedehnt 
werden kann. 
187. Wenn die Potenzreihe einer ganzen transzendenten Funktion 
g(z) H-ganzzahlig ist, so gilt fiir den Maximalbetrag (IV, Kap. 1) von g(z) 


a eee | 
lim sup M(r)e-"/7 = —. 


ae jan 


10* 
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188. Die nach fallenden Potenzen von z geordnete Potenzreihe 
i. b_y 
Diy Fete Om one oe ein Ze Og zs Elppctee 


soll auBerhalb eines gewissen Kreises konvergieren. Die Zahlen 


b,, bg, ..., bm seien rational. Wenn die Reihe fiir unendlich viele ganz- 
zahlige Werte von z ganzzahlige Werte annimmt, so ist 5, rational und 
Oey 0s = Cage ss ae 


(Verallgemeinerung von 93.) [Hurwitz-Courant, S. 30.] 


189. Die Reihe ii 
ee 4 by y2 52 
2 = as 
Vaz? 1 = 22 + dz 328 | 12828 204877 


stellt fiir unendlich viele ganzzahlige Werte von z ganze Zahlen dar. 
190. Man beweise 114 auf Grund von 188. 
191. Die nicht stets divergente Potenzreihe 


oe be 
F(z) ae Bm 2” 1 Owaete a ape TLE bz + by + =i + ‘ 


stelle fiir sémtliche geniigend groBen, ganzzahligen z ganzzahlige Werte 
dar. Dann ist F(z) ein ganzwertiges Polynom. 

192. Sind zwei Polynome so beschaffen, daB sie an Neneciien 
Stellen der komplexen Zahlenebene ganzzahlige Werte annehmen, so 
ist entweder ihre Summe oder ihre Differenz eine Konstante. (Diese 
Konstante ist natiirlich ee ganze Zahl.) 

193. Wenn ein Polynom g(x) fiir alle jene x, fiir die ein zweites 
Polynom /(x) Werte einer beiderseits unbeschrankten reellen Menge 
annimmt, reell ausfallt, so ist g(x) ttberhaupt stets reell, wenn /(x) 
reell ist. (Wenn /(x) unpaaren Grades ist, so geniigt schon die An- 
nahme, daB die Menge nach einer Seite unbeschrankt ist.) Es besteht 
dann namlich die identische Beziehung 


worin (y) ein Polynom in y mit reellen Koeffizienten bedeutet. 
(Hieraus folgt u. a. mit Leichtigkeit 192.) 


4. Kapitel. 
Einiges tiber algebraische Zahlen. 


Die reelle oder komplexe Zahl « heiBt algebraisch, wenn sie Null- 
stelle eines ganzzahligen Polynoms [S. 132] ist, d. h. wenn rationale 
ganze Zahlen dg, a), a, ..., a, existieren, ay) + 0, so daB 


(G) iy 0” + ay "E+ aga”-2 +--+ yy + dy = 0. 
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Ist @) = 1, so heiBt « algebraische ganze Zahl, oder kurz ganze Zahl“, 
wie wir in 194—237 sagen werden. Es gibt also irrationale und 
auch komplexe ganze Zahlen; die hedeseige ganzen Zahlen sind die 
gewohnlichen ganzen Zahlen: 


, ae SEs saul 0, if 2; 3, 
Sind «, £ algebraisch, so sind auch 


a+ fp, a—B, «8, 


a 
B 
algebraisch; die algebraischen Zahlen bilden einen Rationalitdtsbereich. 
Sind «a, # sogar ganz, so sind 
a+p, a—B, af 

ebenfalls ganz; die ganzen Zahlen bilden einen Integritatsbereich. 

194, Wenn « eine ganze Zahl ist, so ist auch /« ganz. 

195. Sind 7 und s rationale Zahlen, und soll 7 + s /—1 ganz sein, 
so miissen 7 und s rational ganz sein. 

196. Sind 7 und s rationale Zahlen, und soll 7 + s y=5 ganz sein, 
so miissen 7 und s rational ganz sein. 

197. Sind 7 und s rationale Zahlen, und soll 7 + s V— 3.ganz sein, 
so miissen 27 und 2s ganz und 27=2s (mod. 2) sein; 7 und s brauchen 
aber nicht unbedingt ganz zu sein. 


Algebraische Zahlen, die Nullstellen desselben irreduziblen Poly- 
noms [S. 136] sind, nennt man zueinander konjugiert. Algebraische 
Zahlen, die Nullstellen eines irreduziblen Polynoms x‘ Grades sind, 
heiBen selbst auch vom Grade n. Die rationalen Zahlen sind vom 
Grade 1 und nur zu sich selbst konjugiert. 

198. Es gibt nur endlich viele ganze Zahlen von gegebenem Grade 1, 
die mit ihren simtlichen Konjugierten in einem festen Kreis |z|<k 
der komplexen Zahlenebene liegen. 

199. Die einzige ganze Zahl, die mit allen ihren Konjugierten im 
offenen Einheitskreise liegt, ist die Zahl 0. 

200. Samtliche Nullstellen eines Polynoms mit ganzen rationalen 
Koeffizienten und dem héchsten Koeffizienten 1 sollen im abgeschlos- 
senen Einheitskreise liegen. Eine solche Nullstelle mu entweder im 
Mittelpunkte oder am Rande des Einheitskreises liegen und im letz- 
teren Fall eine Einheitswurzel sein. [D. h. sie muB8 einer Gleichung 
-von der Form x’ = x* geniigen, h, k ganz rational, O<h<k; 198.] 

201. Wenn die ganze Zahl « mit ihren sdmtlichen Konjugierten 


up 


: 5 27 
reell und dem Betrage nach < 2 ist, so ist a =2cos~- “, wo pundg 
ganze rationale Zahlen sind. q 
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Die Gesamtheit der Zahlen, die als rationale Funktionen einer 
algebraischen Zahl # mit rationalen Koeffizienten darstellbar sind, heiBt 
ein algebraischer Zahlkérper, kurz ,,Kérper“, und zwar der durch # 
erzeugte Kérper; der Grad der erzeugenden Zahl # wird auch Grad 
des Kérpers genannt. Z. B. wird ein von einer Zahl zweiten Grades 
erzeugter Kérper quadratisch genannt, und zwar reell-quadratisch 
oder imaginar-quadratisch, je nachdem die erzeugende Zahl reell ist 
oder nicht. 

202. Die irrationalen ganzen Zahlen 


1, y-3, Ys 


erzeugen drei von einander verschiedene imaginar-quadratische Zahl- 
kérper, in denen die ganzen Zahlen bzw. die Form 


atoyat, apsitld, a4 sys 


haben; a, 6 sind ganze rationale Zahlen. 

203. Eine Menge St komplexer (eventuell reeller) Zahlen heiBt 
ein ,,diskontinuierlicher Integritatsbereich“, wenn sie folgende beide 
Eigenschaften besitzt: 

1. Gehoren ¢’ und ¢” der Menge Jt an, so gehdren auch ¢’ + ¢”, 
Co — 0”, & 0” der Menge IM an. 

2. Der Punkt 0 ist kein Haufungspunkt der Zahlenmenge Nt. 
(GemaB 1. ist 0 = ¢’— ¢’ eine Zahl der Menge SN.) 

Ein diskontinuierlicher Integritatsbereich besteht entweder aus 
sdmtlichen oder aus einigen ganzen Zahlen eines imaginar-quadratischen 
Zahlkérpers. (Z. B. bloB aus den Zahlen 0, +6, +12, +18, ... 
oder bloB aus der einzigen Zahl 0.) 


Man sagt, daB die ganze Zahl « durch die ganze Zahl # teilbar 
ist, wenn eine ganze Zahl x (der Quotient) existiert, so daB «1 =x. 
Man sagt auch ,,? ist ein Teiler von «‘‘ oder ,,# geht in « auf usw. 
Ganze Zahlen, die Teiler von 1 sind, heiBen Einheiten. & heiBt ein 
gropter gemeinsamer Teiler (in Abkiirzung gr. g. Teiler) der m ganzen 
Zahlen 1, %, ..., %m, Wenn es 2m ganze Zahlen x, x, .. 
Ay, he, ..-, Am gibt, so daB 


-» Xm) 


Oy = HD, Og — HV, ..5, Gm =HmB, 
Oy Ay + Aydhy +++» + Gin din =O. 
Zwei ganze Zahlen a, f, deren gr. g. Teiler =1 ist, heiBen zu- 
einander teilerfremd. 
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204. Wiirde man als ,,ganze Zahlen“ nicht irgendwelche ganzen 
Zahlen, sondern nur solche bezeichnen, die dem durch j/— 5 erzeugten 
K6rper angehéren, so hatten die beiden Zahlen 3 und 1 + 2y/—5 im. 
Sinne der obigen Definition keinen gr. g. Teiler. D. h. es ist unmédg- 
lich in dem durch y— 5 erzeugten Kérper, dem 3 und 1 + 2)-- 5 an- 


gehéren, fiinf ganze Zahlen a, f, y, 6, ® zu finden, so daB die Glei- 
chungen 


Z= a8, 1+2/-5=f9, 3y+(14+27—5)b= 


gleichzeitig bestehen. [Man untersuche die kleinsten Werte von 
(a+b 15) (a—b = 5), wenn a, b rational und ganz sind; 202.] 
205. (Fortsetzung.) Die Quadrate 32=9 und (aC h a 
—19+4y/—5 besitzen einen gr. g. Teiler, sogar unter der in 204 
erwahnten Einschrankung des Begriffes der ,,ganzen Zahl‘. 
206. (Fortsetzung.) Man suche den (nicht im Kérper /— 5 liegen- 
den!) gr. g. Teiler von 3 und 1+2)/—S5. [194.] 


Der tiefliegende Satz, daB irgend zwei ganze Zahlen einen gr. g. 
Teiler besitzen (Hecke, S.121], soll im folgenden nicht beniitzt werden. 

207. Ist # gr. g. Teiler von 1, &, ..., %m, So ist } durch jeden 
gemeinsamen Teiler von ,, %, ..., %» teilbar. 

208. Es sei # ein gr. g. Teiler der Zahlen «,, &%, ..., %m und 


/ 
ein anderer gr. g. Teiler derselben Zahlen «1, X, ..., %m, dann ist zy 
eine Einheit. : 

209. Ist # er. g. Teiler von 4, &, ...,; %m, dann ist y@ gr. g. 
Teiler von yO, Y %o, ..-, ¥ %m: ‘ 

210. Wenn « zu fy teilerfremd ist, dann ist « sowohl zu # wie 
‘zu y teilerfremd. ' 

211. Wenn « sowohl zu f wie zu y teilerfremd ist, dann ist a 
auch zu fy teilerfremd. 

212. Wenn « zu f teilerfremd ist, dann ist der gr. g. Teiler von 
« und y auch gr. g. Teiler von « und Py. 

213. Wenn 6 gr. g. Teiler von « und f ist, dann ist 6” gr. g. Teiler 
von «” und pf", n = 1, 2, 3, 

214, Wenn 6 gr. g. ene von & und f ist, dann ist yo 6 gr. g. Teiler 
von yo und Jp, »=1, 2, 3, ...- 

215. Sind die m Zahlen «,, %, ..., %m Zu je zweien’ teiler- 
fremd, und w= 0% ...%m, dann ist 1 gr. g. Teiler der m Zahlen 
Hiab Ge Ste 
Oe a 
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a 


216. Abgesehen von endlich vielen sind alle rationalen Primzahlen 
zu einer gegebenen ganzen Zahl «, « +0, teilerfremd. 


217. Die ganzen Zahlen a, a, ..., @% seien rational und 
O41, Oy, ..., %» Seien die m Nullstellen des Polynoms x” + a,x"-} 
+ agx"-% 4 --» + a,_1% +a,. Dann besitzen 1, Me, ..., Xn einen 


er. g. Teiler 6; und zwar ist 6 a Vd , wobei N = a! gesetzt ist und d 
Ne > oN. N 


den gr. g. Teiler von a, aj, a3’, ..., a bedeutet. 


Unter der Norm von oa, in Zeichen N(a), einer zu dem Kérper 
n'" Grades K gehérigen Zahl o versteht man das Produkt ihrer 
nm Konjugierten [Hecke, S. 81]. Das Wort ,,konjugiert‘‘ wird hier in 
einem anderen Sinne gebraucht, als in der Erklarung, die 198 voran- 
geht [Hecke, S. 70]. 

218. Wenn « und f zu K gehoéren und «a ein Teiler von f/ ist, 
so ist N(«) ein Teiler von N(f). 

219. Es soll der Kérper K so beschaffen sein, daB irgendwelche 
zwei zu K gehorige ganze Zahlen a, f einen zu K gehdrigen gr. g. 
Teiler besitzen, in dem Sinne, daB fiinf andere ganze Zahlen a’, f’, 
y, 6, ® in K existieren, derart, daB 


K=O Oe P= BO, ont tn Bd ==. 


(Nicht immer der Fall! Vgl. 204.) Hierzu ist die Erfiillung folgender 
Forderung notwendig und hinreichend: Wenn « und f ganze Zahlen 
in K und so beschaffen sind, daB weder « Teiler von f, noch # Teiler 
von « ist, so soll es in K zwei ganze Zahlen &, 7 geben, derart, daB 
zugleich 


O<|N(aE+ By)|<|N(a)|, O<|N(~E+ Bn)| <|N(A)| 


ist. | Wenn 4, b rationale ganze Zahlen sind, , und 6 kein Teiler 


a|>|b 
von a ist, dann hat der Rest der Division von a durch }, d. h. 
a 
: 


220. Irgend zwei ganze Zahlen des durch /—1 erzeugten Kérpers 
besitzen einen in demselben Kérper liegenden gr. g. Teiler. 


r=a-1—b | | die jetzt von 1+ fy geforderte Bigenschaft.) 


Es seien «, #, w ganze Zahlen. DaB « —f durch w teilbar ist, 
driickt man, wie in der Theorie der rationalen Zahlen, durch | 


«=f (mod. p) 


aus. 
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221. Die Relation der Kongruenz zwischen ganzen algebraischen 
Zahlen nach einem ganzen algebraischen Modul ist wechselseitig und 
transitiv. Dies bedeutet: 


Aus a =f (mod. wu) folgt ’ B=« (mod. wu). 
Aus a=B, B=y (mod. uw) folgt a=y (mod. pz). 


222. Aus 
o=6, y=6 (mod. py) 
folgt 
aty=f-+ 6, a—y=f—od, ay=po (mod. bt). 


223. Wenn 1 der gr. g. Teiler von « und yu, und wu keine Einheit 
ist, so ist 
Oo ==0 (mod. pz). 


' 924. Es seien «, B, ... ganze Zahlen, f(x, y, ...) ein Polynom 
mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten und # eine rationale Prim- 
zahl. Dann ist 


(a, B, ...))?=H(a?, BP, ...). (mod. 4). 
225. Es seien 


SR iy I Es WRT teal ee Re 
(are OU butiy 2.0, 2g dao, Tin kl hy Le 1,282. oh, oa) 


ganze Zahlen. Dann kénnen nicht alle Zahlen 


OWT + Ay @y 2+ TF OmOn 
nN 


, he 4-208 eters 


ganze Zahlen sein. [Man betrachte geeignete Primzahlen b und ‘setze 


n= p, 2p, 3p, ..., rp; 216, 224.) 


226. Die Nullstellen des Kreisteilungspolynoms K,,,(x) [86] sind auch 


Nullstellen von x”— 1, also ganze Zahlen. Sie sind a”, a”, ..., a, 
22t 
wenn ¢” =a, w(m) =h gesetzt wird, und 1, 75, ..., 7 ein reduziertes 


Restsystem mod. m bilden, d. h. wenn die rationalen ganzen Zahlen 
FET, SOT R alle zu m teilerfremd und untereinander inkongruent 
(mod. m) sind. — Ist K,,(x) reduzibel oder irreduzibel? 

Lésung. Betrachten wir unter den irreduziblen ganzzahligen 
Faktoren von K,,(x) [116] denjenigen Faktor f(x), der « zur Nullstelle 
hat. Die Nullstellen von f(x), d. h. die zu a konjugierten ganzen 
Zahlen, haben alle dic Form o%, g ganz, und ihre Anzahl ist = h. 
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[sogar <h, wenn K,,(x) reduzibel ist]. Auf alle Faille ist fir beliebiges 
ganzes rationales g 


(*) Ia%)| <2", 


da die Betrage der einzelnen Faktoren von f(a’), als Sehnen am 

Einheitskreis, <2 sind. Es sei nun # eine Primzahl; da /(«) = 0 ist, 

erhalten wir [224] . 
f(a?) = (f(a))? =0 (mod. 4). 

he ist somit eine ganze Zahl; ibre Konjugierten sind ebenfalls ganze 


f(0?”) 


Zahlen von der Form ~—— . Ist also p> 2", so sind alle Konjugierten 


p 
von “ kraft (*), dem Betrage nach <1, also ist [199] /(a’)—0, 


und wir haben gefunden, daB auch a” eine Nullstelle von /(x) ist. 
Nach einem Dirichletschen Satz [S. 135, FuBnote] enthalten alle 
y(m) = h Progressionen 


(A) Al imicy (Ale CAD) Gee 


Vg, Fag AT aN, Wee, 


Th, Th +M, tr + 2m, ... 


unendlich viele Primzahlen. Also kann man insbesondere ein redu- 
ziertes Restsystem mod. m herstellen, das aus Primzahlen, die alle 
> 2" sind, besteht ; dann muB aber, laut Vorhergehendem, der Faktor /(x) 
von K,,(x) alle Nullstellen o”, «7, ..., a von K(x) zu Nullstellen, 
den Grad von K,,,(x) zum Grade haben, iiberhaupt mit K,,,(x) identisch 
sein. D. h. K,,(x) ist irreduzibel. 

227. Man fiihre den vorangehenden Beweis fiir die Irreduzibilitat 
von K,,(%) ohne den Divichletschen Satz tiber die arithmetische Pro- 
gression zu gebrauchen: man kann ihn durch einen mtihsameren, aber 


mehr elementaren Aufbau des reduzierten Restsystems mod. m um- 
gehen. 


228. Wenn die Entwicklung einer rationalen Funktion sowohl 
nach steigenden wie nach fallenden Potenzen von z rational-ganzzahlig 
ausfallt, so liegen ihre von 0 und oo verschiedenen Pole in Ein- 
heiten. 

229. Eine nach steigenden Potenzen geordnete Potenzreihe sei 
im Einheitskreis konvergent und stelle eine rationale gebrochene Funk- 
tion dar. Wenn ihre Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, so 
liegen ihre Pole in Einheitswurzeln. [156, 200.] 
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230. Wenn die Potenzreihe 
Xy 
Xo +3 143 24+. ~+ - eee 


eine rationale Funktion darstellt und ihre Koeffizienten Xe ei es 
algebraische ganze Zahlen sind, so sind auch die Pole der Funktion 
algebraische ganze Zahlen. 


231. Sind 
Or, Xs, Soi <9 ph Ovens Wy, Wo, ..., On 
(aps 0, @, +0, @, +o; fir R21; hk, DA, 2,0... m) 
algebraische ganze Zahlen, dann sind die Koeffizienten der Reihen- 


entwicklung von 
iat os Om 


ee Petia 0, 5 


ebenfalls algebraische ganze Zahlen. Es gilt jedoch nicht das gleiche 
von der Entwicklung, die hieraus durch gliedweise Integration entsteht. 
232. /(z) sei durch eine rationalzahlige Potenzreihe dargestellt, 
und ihre Derivierte /(z) sei eine rationale Funktion. /(z) ist rational, 
wenn ihre Potenzreihe der Eisensteinschen Bedingung geniigt und 
transzendent, wenn sie ihr nicht geniigt. 
233. Die algebraische Funktion /{z) sei durch eine Gleichung 


Po (2) [7 (2))’ + Py (2) [f(2)¥-* + +++ + Pris (2) f (2) + Pilz) =0 


definiert, wobei P)(z), P,(z), ..., Piz) Polynome mit algebraischen 
Koeffizienten bedeuten. Ist a eine algebraische Zahl, so sind die 
Koeffizienten in der Entwicklung von /(z) nach Potenzen von (z — a) 
ebenfalls algebraische Zahlen. [Spezialfall: Wenn z = a eine regulare 
Stelle von /(z) ist, so ist f(a) eine algebraische Zahl.] 

234. Eine ganze rationale Funktion F(z, y) der beiden Variablen 
z, y mit rationalen Koeffizienten heiBe irreduzibel, wenn sie nicht in 
das Produkt von zwei ganzen Funktionen mit rationalen Koeffizienten 
zerlegt werden kann, die beide in bezug auf y von niedrigerem Grade sind. 

Ist F(z, y) irreduzibel, so ist entweder keine Lésung der Gleichung 


F(z.) = 0 
eine rationale Funktion von z, oder alle Lésungen sind rationale Funk- 
tionen von 2. 

[Es gilt ferner: entweder ist keine Lésung eine rationale ganze 
Funktion von z, oder alle Lésungen sind solche. — Zu beachten ist 233 
und das Hauptcharakteristikum irreduzibler Gleichungen: die Wurzeln 
einer solchen haben die schlechte Gewohnheit, sofort mit der ganzen 
Familie zu Besuch zu kommen. Vel. Hecke, S. 64, Satz 49.] 


156 Vermischte Aufgaben. 


235. Wenn die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung einer 
algebraischen Funktion algebraische Zahlen sind, so gehéren diese 
Koeffizienten simtlich einem endlichen Korper an (d. h. einem Korper, 
der durch eine einzige algebraische Zahl erzeugt wird, vgl. S. 150). 
(151, 152.] 

236. (Fortsetzung.) Ist die fragliche Potenzreihe 


Oy + 042+ Hye? -+---, 
so existiert eine ganze Zahl t, so beschaffen, daB sdmtliche Zahlen 
OT, Xt, Xt, ... ganz sind. (Verallgemeinerung des Eisenstemmschen 
Satzes.) 

237. Die nach fallenden Potenzen von z geordnete Reihe 
a» 
22 


a_3 
3 


Om 2 Gmate oar ee Ope ay + 3 + oT a 

soll auBerhalb eines gewissen Kreises konvergieren, und ihr Wert soll 
fir unendlich viele rationale ganzzahlige Werte von z rational ganz 
ausfallen.. Sind. die Koeffizienten*4@y,,@m 24, 8:2, Ggs1@p;) 2.u4,) 425, tee 
samtlich rationale Zahlen, so stellt die Reihe eine rationale ganze 
Funktion dar (sie bricht ab, 188)*; sind die Koeffizienten samtlich einem 
endlichen Kérper éntnommen, so stellt die Potenzreihe eine algebraische 
Funktion dar. (Beispiel: 189.) 


5. Kapitel, 
Vermischte Aufgaben. 


238. Ein Dreieck, dessen drei Eckpunkte drei Gitterpunkte des 
ebenen quadratischen Gitters sind, ist nie gleichseitig. 

239. Wie dick miissen die Baumstamme in einem regelmaBig ge- 
setzten kreisrunden Wald wachsen, damit sie die Aussicht vom Mittel- 
punkte aus ganz versperren? . 

Es sei s gegeben, s ganz und positiv. Jeder Gitterpunkt 4, g, der 
der Ungleichung 1 < #? + q? <s? gentigt, sei das Zentrum eines Kreises 
vom Radius 7. Wenn 7 geniigend klein ist, so gibt es Halbstrahlen, 
die vom Punkte 0, 0 aus ins Unendliche laufen, ohne die beschriebenen 
Kreise zu treffen (der Wald ist durchsichtig) ; solche Halbstrahlen gibt 


es nicht mehr, wenn 7 geniigend groB ist fr eee ; berithren sich die 
Kreise). Es sei 7 = @ der Wert, der die beiden Falle voneinander trennt 
(Grenze der Durchsichtigkeit). Dann ist 

1 1 


S25 ED 


yeti its 
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240. Man ziehe im ebenen quadratischen Punktgitter einen még- 
lichst bretten, geraden, unendlichen ,,Weg“‘, der mit der Ordinatenachse 
den Winkel arctgx einschlieBt. Die Breite dieses Weges mit q(x) be- 
zeichnet, ist f(x) = g(x) /1 + x2 zu bestimmen. 

241. Zwei Gitterpunkte x, y und x’, y’ heiBen kongruent mod. x, 
wenn 

x=vx' (mod. x), y=y (mod. 2). ° 
Unter irgendwelchen kn? + 1 voneinander verschiedenen Gitterpunkten | 
gibt es immer & +1 zueinander mod. ” kongruente. 

242. In der Ebene des ebenen quadratischen Gitters von Maschen- 
breite 1 sei ein Bereich vom (Jordanschen) Flacheninhalt F gelegen. 
Derselbe enthalt eventuell keinen Gitterpunkt, aber kann auf alle 
Falle parallel zu sich selbst so verschoben werden, daB [F] + 1 Gitter- 
punkte darin liegen. 

243. Die Gitterpunkte im abgeschlossenen ersten Quadranten sind 
abzahibar. D.h. es existieren fiir ganzzahlige, nichtnegative Werte- 
' paare x, y definierte Funktionen f(x,y), die folgende beiden Eigen- 
schaften vereinigen: 

4. Der Wertevorrat von /(x, y) ist die Zahlenreihe 1, 2, 3, 4, 5,.... 

2. Die Funktion /(x,) ist verschiedenwertig; d.h. wenn x, y, x’, y’ 
ganze Zahlen sind, x=0, y=0, x =0, y'=0, («—*)? + (y—yv PF >0, 
so ist f(x,y) + fe,y). | 

Es existieren sogar ganze rationale Funktionen f(x,¥), die die 
_Gitterpunkte abzahlen, d.h. die Eigenschaften 1. 2. besitzen, namlich 

die Funktion 


(4, y) = 3(%® + 2xy -+y? + 3% + y+ 2) 
EU) i 2 
Snes bene 


und die daraus mittels Vertauschung von x und y hervorgehende [die 
Gitterpunkte auf den Geradenstiicken 


e+y=0, *+y=1, *+ty=2, ..,; 
c=, Fae0 


werden sukzessive numeriert]. 
Es sei f(x, y) eine ganze rationale Funktion m' Grades, 


I(x, y) = Pol(*, y) te pil%, y) Bee oe Pmi*, y), 


wobei 9,(%,y) eine ganze rationale homogené Funktion je Grades 
bezeichnet. Wenn f(x,y) die Gitterpunkte abzahlt, so ist offenbar 
Pm(%y) =O fir x20, y=0. Wenn Pmn(x,¥) >O fir x=0, y=O, 


158 Vermischte Aufgaben. 


x +y>0 ist, und f(x,y) die Gitterpunkte abzahlt, so ist der Grad 


von /(%, y) ; 
m=. 


[Die Anzahl der Gitterpunkte innerhalb einer Niveaulinie f(x,y) = konst. 
steht zur umschlossenen Flache in Beziehung.] 

244. Man fasse das Quadrat 4 = x=n+4, 45 yan+3 als 
ein ,,Schachbrett. mit 1? Feldern“ auf, d. h. man teile es durch achsen- 
parallele Geraden in m? Teilquadrate (Felder) vom Flacheninhalt 1 ein. 
Das ,,Problem der » Damen“ verlangt aus den n? Gitterpunkten, die 
die Mittelpunkte der ? Felder bilden, 1 solche Gitterpunkte (%,, 9), 


(%, Vo)» +--> (%n» Yn) herauszugreifen, welche den 2m”(m—1) Un- 
gleichungen 

Xu = Xy, Vu + Vu, Xu Hy aa Vu SS Ve hig Nye Se (Vu “=a Vy) 
geniigen, w+; wu, v= 1, 2,..., n. Man ersetze die Ungleichungen 


durch die mehr fordernden ,,Inkongruenzen‘‘ 
Kg hy Ve EV as) Bp = SV, yp ED EY LD, ) 


(mod. ”) und zeige, daB diese dann und nur dann eine Lésung be- 
sitzen, wenn # zu 6 teilerfremd ist. M 


245. Man bezeichne mit g eine ungerade Primzahl; es seien 
11, To, ..+, Yq UN Sy, Sg, ..., Sy Zwei voilstandige Restsysteme mod. q. 
Dann bilden die g Zahlen 7151, 7252, ..., %qS_ kein vollstandiges Rest- 
system mod. gq. 

246. Die héchste Potenz der ungeraden Primzahl #, durch welche 
die Zahl n teilbar ist, sei p*, « =1. Dann ist 


144 24434 4....+ n= — oder 0 (mod. 7%), 


n 
p 
je nachdem 4 durch p — 1 teilbar ist oder nicht, 4 = 1, 2, 3, .... 
247. Es sei # die kleinste Primzahl, die in m aufgeht. Dann gibt 
es zwei vollstandige Restsysteme mod. n 
‘1, Yo, sey Vr 


S$], So, Beto} Sn 
so beschaffen, daB8 auch jede der p — 2 Zeilen 


% 4- Sy, 9 Se So, shied. ie a Sns 


Stet 28h; Vo + 25s, 3. EP PDS, 


ae) CS RBS aCe LOR SUES ace CAE Ly Ch CHOON Con) OO REPO CME ar 1 Geom 


ty (P= 2s, eh 22) 85,, HA P,P 255 


VIII. Abschn., Kap. 5: § 1, Nr. 244 - § 2, Nr. 245—255. 159 
ein volistandiges Restsystem mod. darstellt. Sodann ist aber 
BP 1)Si, 0 teh Seid) Sam AO tn + (P= 1)Sn 


sicherlich kein vollstandiges Restsystem mod. 1. 

248. Jede Potenz laBt sich als Summe von so vielen konsekutiven 
ungeraden Zahlen darstellen, wie ihre Basis Einheiten enthalt. 

249. Eine Zahl der Zahlenreihe 2, 3, 4, ..., n(n > 2) ist dann 
und nur dann zu allen ibrigen teilerfremd, wenn sie eine Primzahl 


ist, die 5 ubersteigt. (DaB eine derartige Primzahl fiir 1 > 2 stets 


existiert, wurde von Tschebyscheff bewiesen. Vgl. Oeuvres, Bd. 1, S. 63. 
St. Pétersbourg 1899.) | 
250. Die Partialsummen der harmonischen Reihe 


4 4 4 4 
sind fiir > 1 keine ganzen Zahlen. Dies folgt sofort aus dem Satz 
von Tschebyscheff [249], ist aber auch ohne dessen Beniitzung zu 
zeigen. 

251. Die Summe von zwei oder mehr konsekutiven Gliedern der 
harmonischen Reihe, d. h. eine Summe von der Form 


4 
n+A14 


= ee oe a 2g eres oF 
n m 

kann nicht ganz ausfallen; wird sie als unkiirzbarer Bruch geschrieben, 
so ist der Nenner gerade und der Zahler ungerade. 

252. Ist die positive ganze Zahl m teilbar durch alle Zahlen, die 
<yn sind, so ist  entweder 24 oder ein Teiler von 24. 

Allgemeiner zeige man elementar: Ist 0<. «<1, so gibt es nur 
eine endliche Anzahl positiver, ganzer » von der Beschaffenheit, daB 
n durch 1, 2, 3, ..., [v%] teilbar ist. 

253. Es sei Q eine Primzahl und teilerfremd zu 10P. Das arith- 
metische Mittel der Ziffern in einer Periode der Dezimalbruchentwicklung 


12a : f 2 ; 
von 0 ist dann und nur dann 4,5, wenn die Periodenlange eine gerade 


Zahl ist. 
254. Die Zahl »= 2" +1, h==2 ist dann und nur dann Prim- 
zahl, wenn 


32 =—1 (mod. n). 


255. Der folgende, von Euler vermutungsweise ausgesprochene 
Satz ist richtig: 
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Die diophantische Gleichung 
4xyz—x—y—P=0 


hat keine Lésung in positiven ganzen Zahlen ~, y, 2, t. 

256. Ist die Primzahl g= 11, so gibt es stets positive ungerade 
Primzahlen ,, ps, ps, py, die alle kleiner als g sind, nicht alle ver- 
schieden zu sein brauchen und bzw. den Gleichungen 


(1. la 
q 
een Gan 
geniigen. (4) usw. sind Legendresche symbole. | 
257. Der Dezimalbruch 
0,23571113171923.... 


(alle Primzahlen hintereinander geschrieben) ist irrational. ad 110.] 
258. Die Zahl 


e=tt+aty stat +: 


ist irrational. 
259. Die Zahl e ist nicht nur irrational, sondern auch keine 
algebraische Zahl zweiten Grades, d. h. sie kann keiner Gleichung von 


der Form 
ae+be-itc=0 


geniigen, wo a, b, c ganze Zahlen und nicht alle =O sind. 

260. Ware die Euler-Mascheronische Konstante C = —I”(1) eine 
rationale Zahl, so miiBte [”(m + 1) eine ganze Zahl sein, fiir alle ganzen 
Zahlen ” von einem gewissen an. 

261. Ob der Zahl a die Eigenschaft zukommt, daB das arith- 
metische Mittel ihrer ersten m Dezimalstellen gegen 4,5 konvergiert, 
muB8 dahingestellt bleiben. Wenn aber diese Eigenschaft der Zahl x 
zukommt, so kommt sie auch der Zahl 4 — a zu. 

262. Man bezeichne mit g, den Nenner der n'" Bernoullischen 
Zahl B,, [182]. Dann ist 


tim |/ {19298 4n_ 4 


263. Die zahlentheoretische Funktion }(n) sei multiplikativ [S. 126] 
und konvergiere gegen 0, wenn die Primzahlen und Primzahlpotenzen 


a 
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durchlaufend ins Unendliche strebt. Dann gilt mehr, némlich 


lim f(x) =0, 
wenn ” sdmtliche positiven ganzen Zahlen durchlaufend ins Unend- 
liche strebt. 
264. Es gilt fiir jedes positive 6 
ni-% ean) 


lim - =105 in — 0. 
n> co P(N) nro N 


265. Das ganzzahlige quadratische Polynom ax?+bx-+c sei 
durch den Gitterpunkt a, b, c des dreidimensionalen kubischen Gitters 
dargestellt. Die Anzahl derjenigen Gitterpunkte, die im Wiirfel 


—n=a4sn, —n=b=s=n, —n=c=n 


liegen und einem veduziblen Polynom entsprechen, sei 7,. Man beweise, 
daB 
x 


e@n+h 
ist. (Es ist in einem gewissen Sinne der ,,normale Fall‘; da8 ein 
quadratisches Polynom irreduzibel ist.) 
266. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein ganzzahliges Polynom 
gegebenen Grades reduzibel sei, ist gleich 0. Genauer: Es sei 4 ganz, 
_h=2, und », bezeichne die Anzahl derjenigen Gitterpunkte des (# + 1)- 
dimensionalen Raumes, die im Wiirfel 


— NSN, —N=a=—nN, wee —N=A=N 


liegen und einem rveduziblen Polynom a, x" + a,x" ~1-+-+++-+ a, ent- 
sprechen. Dann ist 
Y_ = O(n" log? n) . 


(Verallgemeinerung und Verscharfung von 265.) [II 46.] 
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Neunter Abschnitt., 
Anhang. 
Einige geometrische Aufgaben. 


1. Wirft man ein schweres konvexes Polyeder mit beliebiger 
innerer Massenverteilung auf den horizontalen Boden, so bleibt es 
stabil auf einer seiner Seitenflachen liegen. D. h. es gibt 2u einem 
beliebigen, im Innern des konvexen Polyeders gelegenen Punkte P 
(mindestens) eine Seitenflache F von folgender Eigenschatt: Das Lot, 
gefallt von P auf die Ebene, in der F liegt, hat seinen FuBpunkt im 
Innern der Seitenflache F. Man gebe fiir die Existenz der Seitenflache F 
einen rein geometrischen, von mechanischen Vorstellungen freien Be- 
weis an. © 

2. Wird auf einem kreisrunden Platz ein gegebenes Quantum 
Korn aufgestapelt, so ist die Maximalbéschung des entstehenden ° 
Haufens dann am kleinsten, wenn er einen geraden Kreiskegel bildet. 
Man beweise die analytische Fassung dieser Tatsache, d. h. den folgen- 
den Satz: 

Die Funktion /(x, y) soll beide partielle Ableitungen 


) € 
Fe tale 9), Som le. 9) 


besitzen. Ist-/(x, y) = 0 am Rande des Einheitskreises 2 + y= 4, 
so gibt es einen Punkt &, 1) im Einheitskreise, so beschaffen, dab 


(HE OE +E WE>2/ [Ke naxay, 


das Doppelintegral tiber den Einheitskreis erstreckt. 

3. Wenn ein materieller Punkt eine Langereinheit wahrend einer 
Zeiteinheit zuriicklegend von Ruhelage in Ruhelage gelangt, so mu 
er zwischen den beiden Ruhelagen irgendwo eine Beschleunigung von 
gréBerem Betrage als 4 erfahren. Man fasse diese Tatsache analytisch. 

4. Wenn eine Kurve vom Punkte O aus gesehen iiberall konvex 
erscheint, so nimmi sie einen Gesichtswinkel 180°, wenn sie stets 
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konkav erscheint und ins Unendliche lauft, einen Gesichtswinkel 
> 180° ein. 
Es sei O der Mittelpunkt eines Systems von Polarkoordinaten 


7, gy und r= die Gleichung der Kurve, +/(x) zweimal stetig difie- 


1 
i(y) 
rentiierbar. Man wird durch die Berechnung des Kriimmungsradius 
zu den folgenden beiden Satzen gefiihrt: 

1. Ist die Funktion /(x) >0 im Intervalle a<x<a+4-a, so 
existiert eine Stelle §£, ax E<a+a, so dab 


Ke) + £'(E) > 0 


2. Ist f(x) >0, f(x) +7’ («) >0 fiir a<x<b und f(a) = f(b) =0, 
so ist b—a>ax. 
Man beweise diese Satze rein analytisch. 


In der Ebene sei eine geschlossene, stetig gekriimmte konvexe 
Kurve 2 gegeben. Die Stiitzfunktion von 2 (bzw. des von 2 um- 
schlossenen konvexen Bereiches §, vgl. III, S. 106) sei A(q), der 
Kriimmungsradius von 2 in dem Punkt mit der Tangentenrichtung 


72 “ee sei r(y). Die Funktion h(q) ist zweimal stetig differentiierbar, 


7(y) ist stetig. Es ist 
: rp) = hy) +(e) - 


Fir den Flacheninhalt f von @ (d. h. von §) und fir die Lange / 
von & gelten die Formeln: 


2x . Qa 
f= t/ Mery) ap ad aerate 


5. Auf einer geschlossenen, konvexen und stetig gekriimmten 
Kurve gibt es immer mindestens drei verschiedene Punktepaare mit 
folgender Eigenschaft: Die Tangenten in den beiden Punkten eines 
Paares laufen parallel, und die Kriimmungen der Kurve in den beiden 
Punkten sind gleich. 

6. Wenn eine konvexe Kurve vom Umfang 1 und vom Flachen- 
inhalt / im Innern einer anderen vom Umfang L und vom Flachen- 
inhalt F ungehindert rollen kann, so ist 


ILs2a(f{+F). 


Im Raume 4, y, z sei eine geschlossene, konvexe, stetig gekriimmte 
Flache % gegeben. Der Ausdruck xcosa + ycosf + zcosy, wobet 
cos?a + cos?f + cos? = 1 ist, besitzt in dem von % umschlossenen 

| 11% 
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konvexen Bereiche © ein bestimmtes Maximum h(a, f, y). Die GroBe 
h(x, 8, y) ist eine Funktion der Richtung «, f, y und heiBt Stitz- 


rf 


funktion von &. Die Ebene 


xcosa + ycosf + zcosy — h(a, f, y) =0 


ist eine Tangentialebene (Stiitzebene) der Flache %, und zwar die- 
jenige, deren von % abgewandte Normale die Richtungskosinus cosa, 
- cosf, cosy besitzt. Es seien y und / die beiden Hauptkrimmungs- 
radien in dem Beriihrungspunkt. Man kann die GréBen h, 7, 7” als 
Funktionen eines auf der Einheitskugel variierenden Punktes w auf- 
fassen. Sie sind stetige Funktionen von wm. Wenn v, o, m das Volumen, 
die Oberflache, das Integral der mittleren Kriimmung von % bezeichnen, 
dann gelten die Formeln 


v=4f [nr/do, 
o=f|[ridw=4f [hr +7)do, 
m= [(r-1+7-)r/dw={ fhdo, 


wobei die Integration langs der Einheitskugel erstreckt wird und dw 
das Flachenelement der Einheitskugel bezeichnet. 

7. Das Volumen, die Oberflache und das Integral der mittleren 
Kriimmung sefen fiir zwei konvexe Flachen bzw. mit v, 0, m und V, O, M 
‘bezeichnet. Wenn die erste im Innern der zweiten ungehindert rollen | 
kann, so bestehen die Ungleichungen 


mO+oM<12a(V +»), 
mO—oMs 4n(V —»). 


8. Eine geschlossene Flache bleibt unter allseitigem gleichférmigen 
Druck im Gleichgewicht. Um dies zu bestatigen, beweise man folgende . 
fiir jede geschlossene Flache giiltige Formeln: 


[ [cosadS =): [ [cosBas ==.0) [ [cosydS = (0) 
[ [(ycosy — zcosp)aS=0, | [(zcosa — xcosy)dS = 0, 
| [(%cosB — y cosx)d S = 0. 
-Hierbei bedeuten cosa, cosf,; cosy die Richtungskosinus der a4uBeren 
Normale, dS das Flachenelement. 


9. Wirkt an jedem Element dS einer stetig gekriimmten, ge- 
schlossenen, starren Flache eine nach der inneren Normale gerichtete 


bipchiihes $ 1/1 1 
Kraft von der GroBe a (x -b %) dS, wo R,, R, die beiden Haupt- 
1 2 


kriimmungsradien bedeuten, so bleibt die Flache im Gleichgewicht. 
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10. (Fortsetzung.) Ist die GréBe i an dS wirkenden, nach 


der inneren Normalen gerichteten Kraft dS (also der Gaufschen, 


R, R, 
nicht, wie vorher, der mittleren ecnmiing maporiane); so bleibt die 
Flache auch im Gleichgewicht. 

11. An jeder Kante & eines starren Polyeders wirkt eine Kraft K. 
Der Angriffspunkt von K ist der Mittelpunkt von k. K steht senk- 
recht auf & und liegt in der Ebene, die den Innenwinkel der beiden, 


in k zusammenstoBenden Seitenflachen halbiert. Die GréBe von K ist 
| a | . 
Ll cos’ wo / die Lange von k& und « den eben betrachteten Innen- 


‘winkel an der Kante k bedeutet. K ist endlich nach innen oder nach 
auBen gerichtet, je nachdem die Kante k konvex oder einspringend ist, 


‘ : a 
d. h. je nach dem Vorzeichen von cos 


Das System aller Krafte K halt das Polyeder im Gleichgewicht. 
12. Wirkt an jedem Element ds einer stetig gekriimmten, ge- 
schlossenen, starren Raumkurve eine nach der positiven Hauptnormale 


: d - , 
gerichtete Kraft von der GréBe =, wo y den Kriimmungsradius be- 


deutet, so bleibt die Kurve im Gleichgewicht. 

13. Man denke sich einen Einheitsvektor in der Tangentenrichtung 
einer stetig differentiierbaren Raumkurve vom Koordinatenanfangs- 
punkt aus aufgetragen. Ihre Endpunkte liefern das sphdrische Build 


_ der Raumkurve. Ist die Raumkurve geschlossen, so wird das sphari- 


sche Bild von jedem Hauptkreis der Einheitskugel geschnitten. 


14. Die Funktion f(x) sei im endlichen Intervall ax<x=b aoe 
niert und erfiille dort die folgenden Bedingungen: 

4. f(x) ist positiv im Innern und = 0 in den Endpunkten des 
Intervalls a, b; 

2. # (x) ist zweimal stetig differentiierbar fir a<x<b; 

3. f(x) konvergiert gegen +00, wenn ~->a@ und gegen — ov, 
wenn %— 6. 

Die Funktion : 

“(*) 
oat ifere 

kann unter diesen Voraussetzungen nicht im ganzen Intervalla<x<b 
monoton sein, es sei denn, daB 


Hx) =V(%—a)(b—x), F(x) =— cata 


“ist. 
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15. Auf einer stetig gekriimmten Rotationsflache gibt es stets 
zwei verschiedene Breitenkreise mit demselben Gaufschen Kriim- 
mungsmaB. 


16. Es seien a, 0, c die Seiten, «, f, y die Winkel eines Dreiecks, 
im BogenmaB gemessen; « liegt a, f liegt 6, y liegt ¢ gegentber. 
Dann ist 
Te aX + bp+cy 
3~- a+tb+e 


Das Gleichheitszeichen gilt bei der ersten Ungleichung dann und nur 
dann, wenn das Dreieck gleichseitig ist, bei der zweiten Ungleichung 
dann und nur dann, wenn das Dreieck zu einer doppelt gerechneten 
Strecke entartet. 

17. Es seien k,, ky, ..., %, die Langen der sechs Kanten eines Tetra- 
eders und 61, %», ..., &% die BogenmaBe der Winkel, die durch die 
beiden in der betr. Kante zusammenstoBenden Seitenflachen des Te- 
traeders gebildet werden. Dann ist 
um hyo, +hga,+--- +hgd, 2 

De 
D ky th, +--+ + he 2 
Die angegebenen Grenzen sind méglichst eng. 

18. P,P, P, sei ein bei P, rechtwinkliges Dreieck, P,P, das Lot 
vonsPeauiuP. PR. ,ebenso Paice iP eh. ae Pa Poe usw ant sacar 
der Punkt lim P,, gefunden werden. 


n> co 
19. Es seien im Raume zwei Kreise K und K’, jeder als Durch- 
schnitt von einer Kugel und einer Ebene 


(K) x+y7%+2+ax+byt+tez+d=0, Ax+By+Cz24+D=0, 
(K’) 2@+y4+2+ax%+0y+ce2z+d@=0, Ax+BytCz24+D=0 
gegeben. Gesucht wird eine rationale ganze Funktion der 16 reellen 
Koeffizienten’ afb). ., d; “APS 2D tars 2) AR epeieaie 
dann und nur dann <0 ist, wenn die beiden Kreise verkettet sind, 
d. h. in solcher gegenseitigen Lage sind, daB sie keinen gemeinsamen 
Punkt haben, aber, materiell aus Draht verfertigt gedacht,.ohne Zer- 
reiBen nicht auseinander genommen werden kénnen. 

20. Es seien X,, X,, X projektive Punktkoordinaten in der Ebene 


und X, sei definiert durch X, -+ X, + X,--X,=0. In der dreifach- 
unendlichen Schar von Kegelschnitten 


AyXt ee Ae gk ee xe 


gibt es zweifach unendlich viele, welche in Geradenpaare ausarten; und 
zwar ist jeder Punkt der Ebene singularer Punkt (Scheitel) eines sol- 
chen Geradenpaares. Es sind die Integralkurven dieser Geradenpaare 


MN 


IU 
ad 


I] 
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zu ermitteln. (In irgendeinem Punkte P der gesuchten Kurve stimmt 
die Tangente mit der einen Geraden des Geradenpaares vom Scheitel P 
tiberein.) 

21. Der Punkt P beschreibe eine ebene Kurve. Es sei g der 
Kriimmungsradius in P; das Stiick der Normalen in P, das zwischen 
den beiden rechtwinkligen Koordinatenachsen liegt, habe die Lange vr. 
Zu berechnen sind diejenigen Kurven, bei welchen @ und » in fester 
Proportion stehen: 

Q=2n?r. 


Die Konstante  darf als positiv vorausgesetzt werden, da m in —n 
iibergeht, wenn x mit y vertauscht wird. — Bei ganzzahligem gibt 
es eine partikulare Lésung in Gestalt einer rationalen Kurve der Ordnung 
2n, welche mit der unendlich fernen Geraden einen 2 -fach zahlenden 
Schnittpunkt besitzt. [Man fiihre als Parameter den Winkel 1 zwi- 
schen der x-Achse und der Tangente in P ein.] 

22. Die Schar der Flachen zweiter Ordnung 


2 2 
x x3 x 
F(z, %e, %3 ) = - zoey : 


(0< a, < a < az) 
mit dem Parameter ¢ besitzt eine Hillflache H von der Ordnung 10 
und von der Klasse 4. Es sind die Kriimmungslinien von H zu be- 
rechnen. [Man suche die Differentialgleichung zwischen dem einen 
Kriimmungsradius von H und dem Parameter ¢ zu ermitteln.] 

23. (Fortsetzung.) Man leite eine Parameterdarstellung von H mit 
den Kriimmungslinien als Parameterlinien her. Letztere sind alge- 
braische Kurven 12‘** Ordnung. 

24. (Fortsetzung.) Die Zentraflache und die Parallelflachen von 
H lassen sich auch als Hiillflachen einer geeignet gewahlten Schar von 
Flachen zweiter Ordnung auffassen. 

25. Es sei F(x, y) eine stetige, in den beiden Pieretociichey x,Y 
periodische Funktion von der Periode 1; in Formel 


F(x +1, 9) = F(x, y+ 1) = FO, 9). 
AuBerdem sei die Funktion F(x, y) von der Eigenschaft (sie soll etwa 
der Lipschitzschen Bedingung geniigen), daB durch jeden Punkt der 
Ebene eine und nur eine unbeschrankt fortsetzbare Integralkurve der 
Differentialgleichung 


ay 


hindurchgeht. Dann existiert eine, der Funktion F(x, y) zugeordnete 
Zahl w, so beschaffen, daB fiir jede Integralkurve y = /(x) die Differenz 
f(x) — wx fiir alle Werte von x beschrankt bleibt. 


Losungen. 


Vierter Abschnitt. 


Funktionen einer komplexen 
Veranderlichen. 


Spezieller Teil. 


1. [Beziiglich 1—76 vgl. A. Wiman, Acta Math. Bd. 37, S. 305—326, 
1914; weitere Literatur bei G. Valivon, General theory of integral 
functions. Toulouse: E. Privat 1923. Vgl. auch a. a.O.1110.] Es 
handelt sich um das Maximum der Folge 


; Y Yr 7 he Me Y Y 
Py gle (ete 2 ool NT ‘yehtad \ rebel 
: 7 7 Y : : 
Die Faktoren — , Oh Mg. nehmen von links nach rechts ab; ist 
eS if dh nxr<n+1 
ie a n+’ ee = ; 


nN 
so ist das nt Glied = Maximalglied. Daher 


. #itl 
(7) Bait (7) = [r). 


2. Weil samtliche Koeffizienten positiv sind, ist M (r) =e"; N (r) =0. 


n 


3. u(r) = eT fir 2n(2n +1) <r (2n +2) (2n +3), 
ae poe et 
4 ° 3 


4. Weil die Koeffizienten abwechselndes Vorzeichen haben, wird 
der Maximalbetrag fiir negatives z erreicht. 


Veco olye y 
Mir) 2 ae we) = [2] oH. 


Ls 
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=[- 


7. |@,|7" ist gréBtes Glied, wenn 7 alle Zahlen 
fe iibersteigt. | 
- 8. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra und weil- der Betrag 
des Polynoms ~|a,,||z|" ist fiir |z|— oo. 
9. DaB der zweite Grenzwert = oo ist, ergibt sich aus 1119, 1 120. 
Aus u(r) =>|a,|r" folgt ferner, wenn a, +0, daB 


lim inf —-———* log u(r) >n d.h. Hm a faa ze 


T>0o OF Fe : "> ©o logr’ 
10. Die erste Halfte der Behauptung beweist man 4hnlich, wie 
die erste Halfte von 9. Beziiglich der zweiten Halfte vgl. z. B. 2. 
1. a ”=m4("), vy (1) = ky, (r*). | 
Als Index des Gliedes a, 2"* gilt natiirlich mk. 
12. M;,(r)=M,(r*), Nz (r) =RN,(r*). 
13. 1. Fir (2m — 1) 2n<?r? < (2m + 1) (2 +4 2) ist 


ir 
| Zo |” 
a 


y2n 
y(r) =2nw~r, LO) = Gar’ 
v (7) 2n 4 1; é 
logu(r) r | 4 2 2n Aaol) Ls peek 
3 (Iog-+ + log= erhepe log") Hoe x aa 
2. fiir Baa 2t ca Batu eet? ist 
Ms Te 
y(r) =2n~2r, MW”) => ont? 
ei) an 1 nee: ae 
log 2 en 


—logu(”) 27 | 4 2 2n ; 
. ae SSeS Se tia we ye (Ne Ee 


Man sucht natiirlicherweise einen Satz, der dieses Beispiel enthalt 
und in Analogie zu 14 etwa folgendermaBen lautet: ,,Ist /(z) eine ganze 
Funktion, und bezeichnet (im Gegensatz zu 11) 4;,(7) und (7) das 
Maximalglied bzw. den Zentralindex der Entwicklung von (f(z))* nach 
wachsenden Potenzen von 2, k= 1, 2, 3, ..., dann ist der Grenzwert 


v;,(7) 
> log uz (7) 
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von k unabhangig.‘‘ Dieser Satz ist in der gegebenen Allgemeinheit | 
nicht richtig [der Grenzwert muB gar nicht existieren], wohl aber unter 
speziellen Voraussetzungen, z. B. unter der Voraussetzung 67 [68]: Vgl. 
auch 59, 60. 

14. Mi (7) =(My())¥, Nar) = RNY (7). 

15. [19.] 

16. N (7) ist eine Anzahlfunktion, vgl. II, Kap. 4, § 4 

17. Es sei »(r,) = 121, dann ist 


Y 
U(r) =|u|n= (az) 7-7, 0 (74) 


2 
th . 

18. [III 280. ] 

19. Da ein Maximalglied existiert, gibt es Punkte, die zugleich 
in sdmtlichen Halbebenen 7 =né + log | a, | 2 n= 0,4, 2p eres 
Ihre Gesamtheit @ erstreckt sich ins Unendliche und ist als gemein- 
samer Teil unendlich vieler konvexer Bereiche (Halbebenen) selbst 
konvex. Die Begrenzung von @ bildet von unten ein Polygon, dessen 
d log 1 (e#) 
= 
existiert auch in den Eckpunkten und ist stets = »(e8). Die Derivierte — 
ist streckenweise konstant und wegen der Konvexitaét nie abnehmend. 
Hieraus folgt 15. 

20. [III 304.] 

21. Es sei O<r</7. Die beiden Punktepaare 


Gleichung 7 = logu(e*) lautet. Die Derivierte von rechts 


(logar, logu(xr)),  (logr’, logu(7’)) 
und 


(logy, log u(7)), (loga 7’, log u(«7’)) 


liegen auf der Begrenzung von @ [Lésung 19], und zwar schlieBt das 
erste das zweite ein. Die Mittelpunkte der Verbindungsstrecken 
(Sekanten) haben die gleiche Abszisse 


logar+logr’ logy + logar’. 
2 opens 2 roe 


fiir die Ordinaten gilt wegen der Konvexitat [19] 
log 4 (a7) + log u(r’) _ log u(r) + log u(ar’) 


D 2 “4 
22. Aus 20, wie 21 aus 19. 


23. Fir Polynome ist die Behauptung klar [Lésung 7]. Fir Potenz- 
reihen mit dem Konvergenzradius oo muB » (7) ins Unendliche wachsen, 


; if 
da doch, falls m <n, das Glied |a,|7" von |an| 7" fiir 4>(|@m| / |@n|)°-™ 
tibertroffen wird. Ist u(«7r) =|am|(a7)™, so ist w(r)=lam|7™, folglich 
(ar) | u(r) <a™; m wird unendlich mit wachsendem r. 
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24. Der fragliche Grenzwert existiert und ist <1 fiir jede nicht- 
konstante ganze Funktion [22]. Ist er positiv und gleich a*, wok ge- 
eignet gewahlt, k> 0, so ist ia 


DE (a= 8 ts) “es 
Mla) =o" also MC =™) =" * Mi (1) , n=1, 2, 3,..., 


woraus 1olgt, daB die ganze Funktion ein Polynom vom Grade <k 
ist [8, 10]. Fir Polynome ist die Behauptung klar. 

25. Unter den Zahlen @,, 0,,... gibt es »(0) verschwindende, 
also keine, wenn »(0) =0. — Ist &, die Abszisse eines Eckpunktes 
des & [Lésung 19] begrenzenden Polygons, in dem die beiden Seiten 
mit den Richtungskoeffizienten m, m zusammenstoBen, m <n, so ist 
Om+1 = Om+2 = *** = On-1 = On = &*; zwischen dem fraglichen Eck- 
punkt und dem rechts benachbarten fungiert |@,|7" als gréBtes Glied. 

26. Unter den Zahlen 7,, 7,,... gibt es N(0) verschwindende, also 
keine, wenn N(0) = 0 ist. — Vel. 16. 

27. n=; On= 2m (2M +1); Oan-1 = Con = (2m — 1) 2m. 
m1 23 mt Smt 


aaa Ws, 2 ia ait 


t, = (2n—1) —3 
2 2 , an) Wi ae 52 


28. w,=— 


LA 
Wea FA Yon 3 = Fan = (2m —1)—. 


29. Es ist 0, = R, n = 1,2; 3,.... Im Intervall 0,7, r< R, liegt 
eine endliche Anzahl, namlich »(r) Glieder der Folge 0,, 02, 03,..., 
die sich also nur gegen den rechten Endpunkt des Intervalls 0, R 
haufen k6énnen. 

30. Die Nullstellen kénnen sich nicht im Innern des Konvergenz- 


kreises haufen. 
31. Der Beweis wird durch vollstandige Induktion nacheinander 


in den Intervallen erbracht, in welche 0,, Q2,... die Zahlengerade zer- 
legen. Fiir 0<7 <Q, ist u(r) =|a,|. Es seiO<m <x, und die Rolle 
des gréBten Gliedes soll von |a,,|7” auf |a,|7" iibergehen. Es sei an- 
genommen, daB 


u(r) = | ao | 7” ae ab AU On ee < On 413 
Q1 Qo --- Em : 
also |a,,| = ial ist. |@,|7” tritt sein Amt als gréBtes Glied im 
Q1 Q2--- Om : 
Punkt 7 = Omi. = Om42 = °** = On-1 = On an [25], es ist also 
HM (Om41) = |@m_| oS |, | 0” = | a, | Or 41 Om+1 Om+2-+- Ons ° 
‘ | an | —_ | a9 


a a ee Cs aie. Teas” ? 
|an| Geeks eS eee [OeOarins in Omsaits'< On 


und p(ry=|a,|7 fir On S7<Ony1, W.2.d.w. 
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32. Ungleichung von Jensen [III 120]. Das Gleichheitszeichen wird 
fiir keine nichtkonstante ganze Funktion erreicht. 
33. Durch vorsichtige Integration aus 


Palen) a) 
ay 


was in Lésung 19 bewiesen wurde. 
34. Aquivalent mit 32, da wegen IT 147 


fa dt = N(r) logr — ftogra n(n). 
0 0 


35. Die linksstehende Zahl sei mit «, die rechtsstehende mit f 
bezeichnet, « sei zundchst endlich. Es sei « >0; fiir gentigend groBe 7 
ist » (7) <7%t*, ferner |a@,)|<1, also 
log 1 
og OB He aioe ete 


ee (rn) < aoe 
MOR he logy logy 


Hieraus folgt B= «. Andererseits ist [33] 


2r 
[22 at =roguen — logu(r). 


Fir gentigend groBe 7 ist u(r) >1, also (r) log2<logu(27), d.h. 


a=<f. Wenn « unendlich ist, so eriibrigt sich die erste Halfte des 
Beweises. 


36. Vgl. die zweite Halfte des Beweises von 35. [34.] 
37. Man nehme a,=1 an. Es ergibt sich [33, II 147] 


—rty+ SY ota hft*ty() dt = h[t-*dlog u(t 
0 0 


0<oe,S7r 
ms 


=hr-* log u(r) +R [t-* ‘log w(é) de. 


0 


Wenn {ote logaw(é)dt konvergiert, dann ist lim7-* logu(r) = 0. 
“al 


T> oo 
n co 
[II 113], also 2 (o7* — on*) beschrankt [I 78]. Wenn > ez* kon- 
Bia n=1 


vergiert, so ist der SchluB einfacher. 
38. [G. Valiron, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 45, S. 258—270, 1921.] 
Mit der Annahme /(0)=1 und der Bezeichnung von III 121 erhalt 
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man wie in 37 


—r*N(r + > r7*=kr-*logG (r) +e F-l log G(t) dt 


Cf == 


Aus @ (r) = M (r) schlieBt man wie in 37. 


39, : 
—(t — 7)*** (7) + > (1 — g)Ftt = (Rk + 1) / (1 — t)*y (t)dt [II 147], 
QySr 0 
(1 — Flog u(r) +f (1 -- HMogu()di= f(1— attr» (de (83). 
0 0 


Es ist 4) =1 angenommen. Die rechten Seiten verhalten sich 
gleich fiir y= 1. Wenn das Integral in der zweiten Zeile links existiert, 
soist lim(1 ~ r)*log u(r) = 0 [II 112] und > '[(4 — @,)F+1—~ (1 —0,)**4] 

r>1-0 y= ; 
beschrankt [I 78]. 

40. [F. und R. Nevanlinna, Acta Soc. Sc. Fennicae, Bd. 50, Nr. 5, 
‘at Verhalt sich so zu 39, wie 38 zu 37. 

[J. Hadamard, Journ. de Math. Serie 4, Bd. 9, 5S. 174, 1893.] 
Die abet durch (n, —log | a, |) mit dem Richtungskoeffizienten 
logy hat die Gleichung 

n == —log] a,| + logy ( — n) 

und schneidet von der y-Achse das 
 Stiick —log|a,|7" ab. Unter allen 
diesen Geraden hat die Stiitzgerade 
den tiefsten Schnittpunkt; folglich 
ist der vertikale Achsenabschnitt der 
Stiitzgeraden = —logy(r), die Ab- 
szisse des Eckpunktes, in dem die 
Stiitzgerade § schneidet, = » (7) (des 
Eckpunktes am _ weitesten  rechts, 
wenn es mehrere gibt), der Rich- 
tungskoeffizient des Begrenzungs- 
stiickes von § zwischen den Ab- 
szissen —1,m ist =logo,. ,Aus der Figur ist ersichtlich, da 
10g On+1 = log e, und daB, falls a) + 0, 


—log| a, |= —log | a) | + log 0, + loge, + +--+ logen, 


wenn (n, —log|a,|) auf der Begrenzung von § liegt [81]; dreht sich 
die Stiitzgerade vom Richtungskoeffizienten loge, bis loge@n,, um 
die gleiche Ecke von der Abszisse 1, so ist log “(Qn +1) — log # (Qn) 
= n (log On+1 log Qn) » USW. 
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42. Mit dem kleinsten Wert von 7, fiir den samtliche Un- 
gleichungen 


| apes am (7, [ay Ha", ae Vane eo || ae, ge 


erfiillt sind, tritt | Gm | y™ als gréBtes Glied auf; dieser Wert von 7 ist 
also = Qm. — In der Figur 41 sind die Richtungskoeffizienten 


—log|a|+log|a| —log|a_|+logla| log] an| + log] an-1| 
n—O ; n—1 , ; n—(n—‘1) ° 


samtlich < als der Richtungskoeffizient log 0, . 


43. Soll a, fiir einen Wert 7 > 0 Maximalglied sein, so ist a) + 0. 
Dann ist nach dem Beweis von 31 


|| 0 | & = 0 = = a1 | n= 
ay eel pa = On = | — ‘ A Mpa an Pee  o 
la, | Q1 Qo --- On ; ants Ns “i an | 3 


In der Figur 41 liegen alle Punkte (7, —log|a,|) auf der Begrenzung, 


= log | an-1 es 1og| @n+a| =—log|a,| dritckt die Konvexitat aus. 

44. Die Kurve y= «~1x*, x >0, ist von oben gesehen konvex, 
da y’’= (« — 1) x*-2<0; hieraus folgt [43] die Behauptung betreffend 
y (rv). Das Maximum des Ausdruckes «~!%*-+ «logy, « als verander- 
lich, x >0O, und 7 als konstant betrachtet, wird fiir 


1 
(*) x — (— logget 3 

erreicht und ist = («#~1—1)%* = («-!—1)(— logy) 1-*. Fallt also 
der Wert (*) ganzzahlig = n aus, so ist das ne Glied = e* ‘-1)”* und 
ist Maximalglied [zweiter Beweis der Behauptung betreffend »(r)] und 
der fiir (7) angegebene Wert ist genau richtig (sonst etwas zu groB); 
daB er asymptotisch richtig ist, folgt aus 


e(@- 4-1) (n+1)% 


n> 0o ela *-1)% 


45. Man setze — logy =7 und vergleiche die fragliche Reihe mit 
dem Integral 


fer tazo]/ aR nery expt # Te] [II 208]. - 
a 1—«6 a 
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Der Ubergang von der Reihe zum Integral fiihrt zu einem Fehler von 
der GréBenordnung des Maximalgliedes der Reihe [vgl. II 8]; das Ver- 


haltnis desselben zum Integral ist von der Ordnung pa-a)" [44]: hier- 
durch ist der Ubergang gerechtfertigt. 
46. Die Kurve y= axlogx ist von unten gesehen konvex, da 


+f 


a“ é : , 
y= on >0O. Das Maximum von — Ox log x + xlogy wird bei verander- 


lichem x, x >0, und festem 7 fiir « (1+ logx) = logy erreicht. Fallt 
der betreffende Wert x ganzzahlig =~ aus, so ist das u*® Glied Maxi- 
malglied. Ist der betreffende Wert x =n+4, OX#<1, so ist 


1 
= (e(n + eis Nhe yh — ocae G + Pm |" cs ets es exp bed ee) : 
nr 


(n wa 4) 


Un ~ (ne)* [43]. 


. (46, 45, 11 209.] 
48. Es geniigt, die fragliche Reihe an einer My Stelle, z. B. 


fiir z=0O zu untersuchen [III 251]. Man setze Sia See dann 
handelt es sich um > Set 


n=0 


M (r) 
Foes 


mitbsestid Ae debe Mila A clits TAT OF ate Ont} eek 1. 
ie ergibt sich |an|< Ami (£ Jeter, also [I 69] Se 
é 


konvergent. — Man findet den benutzten giinstigsten Wert von 7, sid 
man die Funktion An!7~"e¢+*)" nach + differentiiert und zum Minimum 
macht. 


Fiir RT, 


b) Es sei 1>1 , dann kann > an niemals konvergieren; sonst 
n=0 


ware |an|<K, also |f(z)|< Ke!#!, Widerspruch zul>1. 


c) Wenn / = 1, so kann 4 konvergieren und divergieren. Man 
=0 


wahle z. B. a, so, daB a0; lim a= wp > a, konvergiert. Dann ist 


n>co 


=.4)'b)I, ferner M (r) Se me "y" bei beliebigem 1. Fiir m = [rv] erhalt man, 
i ~ n! 


daB 71, d.h./=1. Man wahle andererseits a, so, da lima, =0, 


N-> co 


San divergiert. Dann ist /<1 [b)], ferner /=1 [a)], also /=1. 
n=0 3 : 
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49. N(r) ist die Anzahl der Gitterpunkte im Kreise |z|<7. — 
@,=1, ®,=7; weil zugleich mit w auch iw alle Perioden ‘durchlauft, 


(*) | o(iu) = io (u); 
o(u+1)=—enM+Ho(u), o(u+1) =—enltt g (um), 


Man ersetze in der ersten Gleichung « durch 14 — 1 und multipliziere 
die so entstandene mit der zweiten; es wird 


o(iu)o(u + 1) = enitn)uth(-nt1) [i (u + i)]o(u). 
Hieraus folgt wegen (*) und 7, @, — 7,@, = 227 nacheinander 
= 1Mg= ot, 
und fiir beliebige ganze Zahlen m,, my 
. o(u-+ m, + im,) = +0(u)e7™ ima > (mt tmnt) 
Beschrankt man uw auf das den Punkt “= 0 umschlieBende Perioden- 


parallelogramm, u +0, setzt man z= 4+ ai + im, und laBt m? + m3 
ins Unendliche wachsen, so wird 


[2 Pomp + mi, log|o(z)|~> 2). 


50. Um u(r) fiir oe auszuwerten, bemerke man, daB, wenn 
Z 
das ganzzahlige dem unendlich wachsenden 7 durch die doppelte 
Ungleichung 


(*) anya tagsrr<2nl (r+ A(142) 


zugeordnet und yr =2n+¢ gesetzt wird, ¢ beschrankt bleibt. Im In- 
tervall (*) ist nach 3 


jr) = Vr 2 ah pol Pies 
(2m-+1) - (2)! 2n+V2m (2n)2"+3 e-20 
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sin Vz 
—— | cosz | (cos z)? | e+¢ e a (2) 
Vz 
es a a a 
En: habe pee i x ae ie 
On 4 2 2-4 
N(r) 2 2 fee 
aes = r= Sees I noo (e) = 
v (r) a au aw mu 
N (r) 1 2 2 1 
£29 — — —— — O #3 
log M (r) a a X a 
log u () 2 
5 es ) —! a 4 ey 1 1 
V2alogu(r)u(r) | 2 2 2 
log N 1 
logy 2 


Die an dieser Tabelle beobachtbaren Zusammenhange werden zum Teil 
durch die nachfolgenden Satze aufgeklart. 


51. uw(v) =< M(r) [Definition]. Wenn limsup HERS _ 
4 endlich, 4 < f, so ist fiir geniigend groBes@ "*~ 5A 


|a,|o"< (0) < ee, 


>| 


folglich [Lésung 48, a)], 0 = (=) gewahlt, fiir geniigend groBes n, 


pape (28) 3 Jan < (CORA 


Setzen wir 2¢f =k, so ist 3) 


Mie Slee +S len|r< < (kr +1) u(r) + > 2 8. 


n=krP +1 n=k er? 
52. (51, 35, II 149, I 113.] 


1) Sowohl fir ganze wie fiir nicht ganze a und b, a<b, ist im vor- 


b 
liegenden Kapitel unter >'c,, 
n=a 


{5) 
> ‘ = Cay + Sayga + ee + Spa + oy 


n= 
zu verstehen. 
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53. Ist 4 die Ordnung, «>0, so ist gemaB Lésung 51 fir ge- 
niigend groBes 7 


brite oo kr te : 
() => >) tag 2b is yn 2 “F< hrf) +H, 
MEL papery n=0 he or 


k, k’ Konstanten, und hieraus 


foes’ ogi) IO): <j-+e, 


1 > 00 logy 


e beliebig nahe an Null. Ist andererseits fiir 7>7,, rf (r) f(r)" 1<1", 
so folgt durch Integration 


log f(y) < “ +e 


fir 7>~7,, C eine Konstante. 
54, Es ist, wenn die Ordnung A und « > 0 ist, fiir geniigend gro- 
Bes y [Lésung 51] 
L(Y) <M(r) <kr'** u(r). 


55. Es sei o so gewahlt, daB o(J —1) >1. Fur geniigend groBe 
t ist M(t) > ¢ [10], also 


u(t) M()-*< M(t) < 77 l-D 


Beziiglich 1 =1 vgl. man den Spezialfall f(z) = e?. Das Integral in 
III 156 divergiert in diesem Falle. 

56. [A. Wiman, a.a.O.1.] Es gibt zu jedem ¢ > 0 Potenzreihen 
1-+b,7-+ b,7? + --- +b,7" +--+ mit endlichem Konvergenzradius und 
positiven Koeffizienten Me so beschaffen, daB, mit den Zentralindex 
bezeichnet, 


oo 


Der 


sobald die positive Veranderliche y der Konvergenzgrenze geniigend 


nytt, 


nahe ist [45]. Fir eine ganze Funktion >’a,2" (es sei a)=1 an-- 
n=0 
genommen) gilt an einer Stelle 7, zu der y im Sinne von I 122 zu- 
geordnet ist, 
Layee amb, ae 
= 
|an|7” ~~ bay” 


fiir Vis Ogeas 25 nee 


also insbesondere fir » =0, b,y"<|a,|7"; an einer derartigen Stelle 7 
gilt die zu beweisende Ungleichung. Die Annahme a, = 1 schadigt die 
Allgemeinheit nicht. 
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57. [A. Wiman, a.a.0.1.] Es sei dA<p<ite ibs Dann ist 
[52] fiir geniigend grofes n, logn < B log o,, also . 
1 . 
Ons N=" *(n — 1)""D4 wo On e-*N-* > HP“ e-* +00, 


Die Behauptung folgt jetzt ahnlich aus 1118 und 47, wic 56 aus 
1122 und 45. 


58. Es sei 
E log N(r) : log n 
1 Se Salim = 
oe tales ard log rn s PN bade 


dann ist A<1. Nach 51, 36 ist klar, daB die Ordnung =A ist. DaB 
sie <A ist, zeigt man folgendermaBen: Es ist 


co 


Mir) s|c|r] l (1 ap 
n=q+1 a 
Wenn / =1 ist, so wahle man nach Angabe einer positiven Zahl « die 
ganze Zahl N so, daB N>q, = —<e. Dann ist 
j Tr 
n=N+1 : 
; log log M(r) 
eT ay |e 
M(r) <|c|7* | T (+2 7). er; sae pean see eed 


n=qt+l1 
Wenn 4<11 ist, so wadhle man die positive Zahl y so klein, daB 
; : 1 4 | 
A+7 <1 ist; es ist [I 113] fiir geniigend groBe n: gi es Alt 
n ntti 
=] ist II 37 anzuwenden. 


wo 


den Logarithmus der Funktion / l (! + 
n=1 


oe 

59. [Fiir 59—63 vel. auch G. Polya, Math. Ann. Bd. 88, S.177—183 
1923.] Es sei {(0) =1 vorausgesetzt, auch in 60 bis 65, was keine Ein- 
schrankung ist. Es ist (81, II 159] 


1 
logu(r) 4 “co ftoga”* 
= log—~]logx *dx. 
ue ee Ai 


OnsSr 


Beispiele in 13. 
60. Wie 59; man wende II 160 anstatt II 159 an. 


4.x rer? "fe Jf ge 
st... lox ( + =) ~ [081 +% 4 éoldx, 
we et) 


AZ 
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62. Wie 61; man wende II 161 anstatt II 159 an: 


see an ae a (1+ 7). 


63. Nach 32 ist 


lim sup BeMNOe se, sup ——~ ae Sehefoer Adx [II 160]. 


ite ate) N(v r) t> 00 


64. Es ist nach III 121 


Nach II 159 ist 


: 4 Pos ee fe ee 
ina) =|* Ciieiat 2 


n> 


Fiir Polynome bleibt >'7?, beschrankt. 


mr 


65. Wie 64; man wende II 160 anstatt II 159 an. 
66. / (z) = sayz" gesetzt, ist [III 122, III 130] 


aay ~ | an |? 2n+-2 . ah aly O 
Man setze g (z) => g2n+2 > g(z) hat dieselbe Ordnung 4 wie 


n=0 tA, 
f(z), da 
ha <8 0) <P IM 
(35, 51]; es ist 53 anzuwenden auf 
Mir) _ rel) 
m(r)  2g(r)” 
67. 1. ad Hee ceili 2 ay Aa 


sobald r>7,, wo7, von m frei ist. Die rechte Seite erreicht ihr Minimum 


n 1 
& aa é ( n )° 
fir-r=|—]} . 
ee ab 
2. Wir fihren den Beweis fir beliebiges positives k und fir 


hinreichend kleines ¢. (Dies geniigt!) Nach Voraussetzung ist 


(*) et (1-8) 2% < M(r) < eller 
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fir geniigend groBes ry. Hieraus und aus [III 122] 


| % |? + | a, 27? + | a, [2744+ --- <[M()]}? 
folgt [II 80) 


m m 


(S| an 7")? 3°13] ay Prt < merensenes, 
n=1 n=1 n=1 


. 


m 


ey > | an | ar” < mEtE ea te 1 | 
n=1 


Man setze zur Saar 


Es folgt aus dieser Definition und aus (**) fiir geniigend groBes 7; 
wenn (6a ar*)**4 < exp [a(e3 — e*) 7%], daB 


Dal Galahad Oe) ial an | nk rt < eal ter)r™ 


man kénnte die Summe links von irgendeiner unteren Grenze = 0 bis 
zu irgendeiner oberen Grenze <6aar* erstrecken. Daher kénnen wir, 
was entscheidend ist, auf der rechten Seite und unter der Summe links 
y einmal durch 7 (4 —A), das andere Mal durch 7(1 +4) ersetzen 
(A fest, O0<.4<1), ohne die Summatiousgrenzen zu andern. Es folgt 


(4 a A)zar® (1-2) S| An nk yn < et (L+e%) (1-2) %r® 
(4+ A)war® (1t+e) 7 Ay | nk r™ < ea(L te) (L+A)* 1 | 
Also ist, die (bisher nicht benutzte) erste Halfte von (*) herangezogen, 
[M(n)]-2 >" | ay, | n¥r" < exp[— a (1 — e*)r* + a(i + &) (1 — Aja 
— aar*(1—e)log(1—A)], 
[M(r)]- ee a, |n*r* < exp: [— a (1 — &*)7* + a(1 + 8) (4 +-4)*7% 
—aar*(1+¢)log(1+)]. 
Entwickelt nach wachsenden Potenzen von « und 4 wird 


— (4 — 3) + (4 + &) (4 FA)*— & (1 Fe) log (1 FA) 
le é 
ive. inl Acer igs) 2. Fs . 
wenn man «dA=e setzt und « so klein wahlt, daB die Entwicklung 


_gestattet ist, und sogar so klein, daB das Vorzeichen durch das Glied 
mit niedrigster Potenz bestimmt wird. 
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Hiermit ist der Beweis, soweit es auf >” und >” ankommt, ge- 
fiibrt. SY spielt keine Rolle; denn sei e<3h<3, 3ah= be, dann 
ist auf Grund von 1. 


n 


I II of 
State Se (eer 
yy pee J’ Le 

= . Ny \ ere ire > nh" , 


was fiir r-> oo, als Rest einer konvergenten Reihe, gegen 0 strebt. 

68. (1) vorausgesetzt, ist die Funktion von endlicher Ord- 
nung [51], und es folgt (2) [54]; es mu8 auch (3) richtig sein: denn 
wirde sich » (7) fiir beliebig groBe Werte von 7 auBerhalb der Schranken 
aar*(1—e) und aar*(1+ ¢) befinden, so miiBte fiir diese Werte 
auch log u (7) < log M(r) — 67% sein [67], im Widerspruch zu (2). 

(2) vorausgesetzt, ist die Funktion von endlicher Ordnung [51], 
und es folgt (4) [54]. 

(3) vorausgesetzt, nehme man (keine wesentliche Beschrankung!) 
a) + 0 an und folgere (2) mit Hilfe von 33. 

69. 1. a, ist abnehmend. Wenn 0<¢e<1 und 


m—A=<a0ar-(1—e)\<m<n<aar*({1+e«<n+1, 


dann ist gemaB 67 2. fiir geniigend groBes 7 


0</) — Sar <e/(r), 


v=m 


Ayr" + 2enar® ati) (1—e), 9° ayr"-2exnar*< fir) (+e). 


Hicraus folgt, wenn man logy me — 5 oem ~ = ~ log und ghana) Neco 
beachtet, br ee ot 
1 ; a 
Uiccineeoe ae ee rece atses = ts - 
m>o mlogm a1—e n>o nlogn” a1+6e 
a, _ a, __ d : : i 
2. Ist -2—-=S>—=.-.--, so wird a,?" fiir einen geeigneten 


% UW ay, 
Wert von 7 Maximalglied [43]. Hieraus folgt, da8 wir in dem zu 
tbe! 
untersuchenden Ausdruck, namlich in log n% an = b 5 eee + ~ log Beg 


die Zahl » durch y(r) ersetzen dirfen. Da 4,()7"" = u(r) ist, hat 
man nach 68 


1 y ] 
log ay (7) = — fon at). a oe loge = ; 


~ log y (7) nay 
a Os re 
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70. Sowohl in > n¥a,r" als auch in Sa, iiberwiegt das Zentrum 
n= lanl n=0 


der Reihe, d. h. die Summe der poe deren Index zwischen & ar* (1 — é) 
und «ar* (4+ «) fallt. [67.] 


71. Spezialfall von 70: k=1. Ohne Regularitatsvoraussetzung 
gilt 53. . 


72. Aus I 94 und 70: 


Bea pa a,7 > neh, 
n=0 n=1 

(BbriES br Saar Po (BUY >.” 

n=0 n=0 
73. Ersetzt man 7 durch y7, so kommt man auf 72 zuriick: 
eet 1 | Bie, Ve 
erat ety tag 1) = cost Teme 
1 1 
— D=Afetk= HS) SSS. 
P Ze, 2 |x 


Es ist namlich nach Stivling [II 205, auch II 202] 


dp, (2H)! i 


fe) 
5 i 
bn n= 22" jan 


2% 


74. w=e! gesetzt, ist 


xl xl xt et eet 1. evra need et Gl? BM 
———— Ce 6) oo ti <i 


1 
fiir x > + 00. Man setztx=I/r! . — Es ist [II 31] 


a(t) (a+2)- (a+ n— top nn, 


folglich 


P(t) PQQ)... Pw) (nd)! Lb) (by) «- PP) yy & [2 yt 
(1) 012)... PB! ~ Tas) Pa)... Me) 


mit Anwendung der Stirlimgschen Formel. Jetzt ist 72 heranzu- 
‘ziehen. 
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75. Auf Grund der Rechnungen in Lésung 74, der Stivlingschen 
Formel und I 94 erhalt man 


Ersetzt man die letzte Reihe durch das Integral 


oo 1\l¢ LEONE 

[ots rr ay a F4ati ely! ) dx 

x —] dx=l * x a 
% a ae 


tf 
und dieses auf Grund von II 207 durch 


Z 7+1 


(ee La (1,7) 2 


+4 irl 
é ? 


so erhalt man die gewiinschte Formel. Der Ubergang von der Reihe 
zum Integral fihrt zu einem Fehler von der GréBenordnung des > 


1 lax 
Maximalgliedes der Reihe [vgl. II 8]; das Maximum von lagna) 
° : 
bei gegebenem ist et’ das Maximalglied ist von der Ordnung 
2441 J 1 


ry 20 gr! also sein Verhaltnis zu dem Integral von der Ordnung 7 2!: 
hierdurch ist der Ubergang gerechtfertigt. [45, 47.] 


76. Indem wir, wenn nétig, endlich viele Koeffizienten andern, 


nehmen Wit a= 41, G2) > Gq-1Gny, lit 2=1, 2.4 Jaen. Dannrist 
— -1 
lim 2 log ——= On+1 = lim x log 1 + Ee = 1)| = a : 
n> 09 n nN >0o An—-14n+1 A 


lo + lo a oe i el oe ee 
10g On Og Qy eS =e cig ee LOR ae 
; log 2 1 ie 
fh Lc Ee oe 
2 3 Te [I 70; 52). 
n 
2. Wenn On<7<On41, 80 ist (7) =n, u(r) =——"——__ (95. 
Q1 Q2 --- Qn 


31] und 
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On Qn-1 Q 
] ==. 9)) || &2 
PREV) _ 1 atone ons ar a See Rae SEs 


v (7) On n 


1 


3. Es sel Qn =7< Qn43, 2>0 (1<0 Shnlich); dann ist 


an prt : vy 
log “+ = log = Ilo Ton A) op eneeee 
an? On+1 Ont+o---On4l . SS Wea ( Bosh 
efgpeteias giant ci lle Bit aes bt A poo ab 
On+1-1 n A 2A 
: ) 
Die Rechtecksumme ist = id Gh ~— Mr) , die Flache ist 
(Vo (7) (7) Vlog u(r) 
=)2az4; vgl. 57. 


77. Da die Ableitung einer in einem Gebiete schlichten Funktion 
daselbst iiberall von 0 verschieden ist, liegen sémtliche Nullstellen des 
Polynoms 

1+ 24a,2+3a,27+ ---+ na,2"-7 


auBerhalb des Einheitskreises. Der Betrag ihres Produktes ist also =1. 


78. Es seien z, und z, beliebig im Einheitskreis |z|<41 und 
@, =f (%), =f (Z) gesetzt. Ist p[f(z1)] = PIF (%2)],d-h. v (wy) = (2), 
dann mu8 w,=w,, also z,= 2, sein. 

79. ~(z) ist jedenfalls regular im Einheitskreis |z|<1, weil da- 


selbst — ae *) regular und von 0 verschieden ist. AuBerdem ist 9 (2) eine 


as Se y (—2z) = — yp (2). Es seien nun z, und 2, beliebig im 
Einheitskreis | z|< 1, und es sei  (z,;) = y(z_). Dann ist f (27) =f (23), 
also z? =z2. Die Moglichkeit z,=—z,+0 fallt fort, real dann 


~ (%) = — 7 (42) + O ware. 


: 80. [@(z)]? ist eine gerade Funktion, d. h. eine Funktion von 
z=; es sei [y(z)]?=f(¢). Sind ¢ und ¢, zwei Zahlen, | ¢,| <1, 
|¢,|<4, fiir welche f(¢,) =/(¢,), dann wahle man z, und z, so, daB 
z2=,, 23=¢, ist. Dann ist [p(%)?=[9(%)]}?, 9 (4) =+9 (%) 

= p(+4%), also z= +2, =o. 
81. Wir nebmen an, daf der gemeinsame Mittelpunkt von & 


und ¥ der Punkt z=0, der Radius von § gleich R und der von f 
gleich 7 ist, y< R, endlich daB die Abbildung durch die Funktion 


186 Funktionen cincr komplexen Verdnderlichen 


Waa f (2) 2 Ay Se a tog Se eee vermittelt wird. Es ist 

[III 124] 

|S |= 25’ |an|°R, lalJ=2z dina, 7", |tl=aR?, |t]=x7?, 
n=1 n= 


[oe} 
re Ri 2 2 | dn a (R2”- 2 — 72%—2) 


QS os =o. 
(a [tI Sn | an [2.y2n—2 
nat i 
Das Zeichen = ist nur dann richtig, wenn 4,=a,;=—4a,=--- O. 


Der benutzte Ausdruck fiir @& ist in IJI 124 nicht enthalten, da dort 
vorausgesetzt wurde, daBb die Abbildungsfunktion am Rande von & 
regular ist. Man kann aber durch Grenziibergang zeigen, daf diese 
Formel allgemein den sogenannten inneren Inhalt von & darstellt. Bei 
Benutzung irgendeines anderen Inhaltsbegriffes ware der Satz a for- 
tiori richtig. 

82. |@| =x (|a,|?R?+ 2|a,? R4+ 3|a5|?Ro+ --- +n] a,|?.R2" + ---) 
=n|a, 2 R? = 2a?R?. Bezeichnungen und weitere Uberlegungen wie 
in 81. 

83. Wir betrachten‘den Kreisring 0<7<|z|< R, die Abbildung 
sei durch die Funktion w = Dy anes vermittelt. Die Bilder sdémtlicher 

n= -—0CO 
Kreislinien |z| = konst. werden zu gleicher Zeit mit diesen in posi- 
tivem Sinne umfahren [III 190] und enthalten q im Innern [Lésung 
111188]. Aus I11 127 schliesst man (die lachen sind positiv!) 


[S|=aYnla,PR", |g]=adala,Pr?", |gl=azR, |t|aar, 
N= -—oo N= — 00 ¥ 

unter |@| den inneren, unter |g| den auBeren Inhalt verstanden 

[Lésung 81; fiir andere Inhaltsdefinitionen gilt die zu beweisende 

Ungleichung um so mehr]. Den Fall |g| = 0 beiseite gelassen, gilt 


16) _ [8 PR? S'n|a,[ (Re? — 2) 
N=aI=00 
tal. eh 0 
g|, | 4 Te. 
N=-cCoO 


weil 1 (k?2”"~2 — 72"~2) > 0 ist fiir ganzzahlige », mit Ausnahme von 0 
und 14. 

84. Der Mittelpunkt des fraglichen Kreises sei z = 0 und die Ab- 
bildung durch die Funktion w = f(z) =a,z+a,22+ ---+a,z"-+... 
vermittelt. 1. Es sei angenommen, da8 f(z) am Kreisrand stetig ist; 


f (2) 


da die Funktion —% im Innern des Kreises regular und (wegen der 
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Eineindeutigkeit der Abbildung) von © verschieden und am Rande 
von konstantem absolutem Betrage ist, ist sie eine Konstante [III 142, 
III 274]. 2. Ohne die einschrankende Annahme der’ Stetigkeit am 
Rande schlie8t man so: Nach 82 gilt im Mittelpunkt 


(2) F=iropes, 


| 
0| 


und da die Beziehung zwischen z und w wechselseitig ist, auch 


@& 
\dw/o 
deh. 17 (0) = 14, also-[82] f(z) = 7(0)z. 

85. Da die Beziehung zwischen den beiden Ringgebieten wechsel- 
seitig ist, gilt bei der Anwendung von 83 in der dortigen Ungleichung 
das Gleichheitszeichen; die Abbildung ist also eine Drehstreckung, die 
infolge des Zusammenfallens der 4uBeren Rander eine Drehung sein muB. 
Die Voraussetzung betreffs des Umlaufssinnes ist wesentlich: die Ab- 
bildung des Kreisringes 4}<|z|<2 auf den Kreisring }<|w|<2 
mittels zw = 1 ist keine bloBe Drehung. 

86. Angenommen, es gabe zwei Abbildungen, so gehe man mit 
Hilfe der einen Abbildung vom Einheitskreis auf @ iiber, dann ver- 
mittels der inversen der anderen Abbildung von @ auf den Einheits- 
kreis zuriick. Es resultiert hieraus eine Abbildung des Einheitskreises 
auf sich selbst mit Erhaltung des Mittelpunktes, die eine Drehung 
sein mu8 [84], und zwar die Drehung um den Winkel 0, da / (0) >0. 
— Die bewiesene Behauptung gilt auch dann, wenn man anstatt der 
gestellten Bedingung / (0) >0 irgendeinen festen Arcus fiir /’ (0) 
vorschreibt. ; , 

87. Die Funktion w = /(z) bilde den Einheitskreis |z|< 1 schlicht 
auf sich selbst ab, /(0) = w,, arc/’ (0) =a. Die lineare Funktion 


: 4 


Wy + ez 
1+ wye*z 


Wy + (1 —| wl?) ee*z+ --- 


leistet dasselbe, ist also [86] mit f(z) identisch. Man setze 
— Wye ** = 2. 


88. [Beziiglich 88—96 vel. P. Koebe, J. fir Math. Bd. 145, 
S. 177—225, 1915; vgl. auch E. Lindeléf, Quatriéme congrés des math. 
scandinaves a Stockholm, 1916, S. 59—75. Upsala: Almqvist & Wick- 


sells 1920.] Die Punkte z=a und z =< sind die Ausnahmepunkte 
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(Verzweigungspunkte), denen nur je ein Punkt, naémlich w= Jan-} 


bzw. w= | entspricht. Durch Auflésung in bezug auf z ergibt sich 
iz 
yan 


1+ |a|—2n]aw 


n ist also so zu bestimmen, daB nYa>0 wird. Eine gleichzeitige 
Anderung von ya und y in — Ya und — 7 laBt die Beziehung un- 
geandert. 

89. Es ist |a| <1 vorausgesetzt, d.h., da8 @ nicht identisch mit 
|z|<1 ist. Beide durch 88 bestimmte Bilder von z liegen im Einheits- 
kreis, wenn z darin liegt [III 5] und sind voneinander verschieden, 
wenn z+ a; das Bild von z=a, d.h. w= Yan-} [88] ist aber kein 
Punkt von @* oder G**, sondern gemeinsamer Randpunkt von beiden. 

90. Es ist jetzt a>0, also Ja>O gewahlt, 7 =1. Die beiden 
Bildpunkte w* und w** von z sind Wurzeln der Gleichung 


(4 + a) w® — 2Ya(1 +z)wt(1+a)z=0. 


Liegt -z)-aufedem Schlitz,” dovh. ist) zereellyra=gz<M ,@s0 ist 
(4 + a)?z— (4 + 2)2a>0, also w*, w** konjugiert komplex, und wegen 
w* w** — z ist |w*| = yz. Der dem Nullpunkt nachstgelegene Punkt 
im Bilde des Schlitzes ist also Ya. Dieses ist der gesuchte nichst- 
gelegene Randpunkt; denn die Bilder der Randpunkte, die auf |z|= 14 
liegen, liegen auf |w|=1. Das Koebesche Bildgebiet des Schlitz- 
gebietes ist ,, mondsichelférmig; dem Winkel von 360° um den End- 
punkt des Schlitzes im Schlitzgebiet entspricht ein Winkel von 180° 
im Koebeschen Bildgebiet. 

91. Sind die Bildpunkte w, und w, zweier am Kreisrand |z| =a 
gelegenen Punkte z, und z, gleich weit vom Nullpunkt entfernt, d. h. 
liegen sie auf demselben Kreis |w| = konst., so folgt aus : 


we 1+a—2yaw 
z 2ja—(U+a)w 


1+a—2yaw 
2 Ya —(1+a)w 
liegen, d. h. Schnittpunkte dieser Kreise sind, also w, zu w, und z, zu 2 
symmetrisch in bezug auf die reelle Achse liegt. Folglich variiert im 
Bild des Halbkreises |z|—=a, $z=0 der Abstand vom Nullpunkt 
monoton, wenn z von + 4 bis — a lauft, und zwar monoton abnehmend, 
wie aus der letzten Gleichung folgt. Es ist «=a, das Bild von 


daB auch w, und w, auf demselben Kreis = konst. 
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z=-+4, der entfernteste und w= oe (4 —a—y2(1 + a?) , das Bild 


von z=-—a, der nachste Randpunkt des Koebeschen Bildgebietes. 
92. Nach der Formel in Lésung 88 ist = eine Funktion von w, 
die den Kreis |w|<41 auf sich selbst abbildet [III 5]. Das heiBt, es ist 
: | z | 
fiir |w|<1: ed |z|<|w|. 
| @ | 


93. Die Kreisscheibe |z|<|a|, ganz im Gebiet © enthalten, 
wird in ein Gebiet iibergefiihrt, das eine Kreisscheibe vom Radius 
>|a| enthalt [92]; daher ist |a,|>|a@|. Man kann [91] auch direkt 
zeigen, daB 


(—1+|a|+720 +2) > |el. 


94 Durchlaufen: z, z,, 2, ...,;%, bzw. G, G,, G,...,Gn, so ist 
nach Lésung 88 der Anfang der Reihenentwicklung. 


1+ |a| - 
hye] ” 
und ahnlich 
1+ a], 4+ |a,| —1+/4n -1l 
— — + +--+, Z2=—7 Zo terry cee pee + ++. 
Ohya)” onze as Neaauaes 
also 
t+la] t+/a| 1+ Lanes! 
jx(0) = paar s 
sal ~2¥al 21 Van-| 


Da f,(z) im Kreise |z|<|a| regular und daselbst |f,(z)| <4 ist, 
so ist | 
Hs(o)||a| <4. 


95. GemaB 94 konvergiert das unendliche Produkt 


(GID Alb. (.+GU5)). 


daher ist 


1 


‘lal 


A 


tim (1 — |Yan|) =0 
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96. Da die Abbildung cineindeutig ist und der Punkt z=0 in 
sich selbst abgebildet wird, sind die Funktionen 
f,(2) fo (2) frl2) 
z 


Pe) Ol Os} yore 


in ® regular und von 0 verschieden; ihre Betrage nehmen in jedem 
Punkt z mit zunehmendem Index zu [92]. Also sind die Funktionen 


y,(2z) = log ——-, paz) = log = m= 2, 3; 4,... 


in ® regular und ihre Realteile positiv. Die Bestimmung der Loga- 
rithmen ist so zu wahlen, daB w,(0) reell ausfallt. Ferner ist im ganzen 
Gebiete .& 

[foe) | 4 

| eat pa) 


[III 278], also 
HR yy (z) + Rye (z) + «>> + Rpp (2) S — log |al. 
Hieraus schlieBt man unmittelbar, daB der Realteil der Reihe S'va(2) 
n=1 


und in Anwendung von III 257, IIE 258 mit Riicksicht auf z=0, 
daB8 auch der Imaginarteil dieser Reihe konvergiert. — Ist |w|<1, 
so wird der Wert w von f,(z) angenommen, sobald |a,|>|w|; auf 
Grund von 95 folgt hieraus, daB f(z) =lim/,(z) den Wert w auch 


N-> co 


annimmt [III 201]. Da8 f(z) schlicht -ist, folgt aus der Schlichtheit 
von f,(z) [III 202]. 
97. Die normierte Abbildungsfunktion lautet [III 76]: 


Zi 6 
f(a; 2) = ( OW crags 
Es ist 
2__|gle 
roaetat Jee rene 
Vp eh ae] 
ea Maio diac 
Q a—> oo 


99. Die Hilfsabbildung ¢ = z* fithrt das gegebene Winkelgebiet 


in die obere Halbebene $¢>0, den Punkt a in ¢,= a iiber. Die 
weitere Abbildung 
1, $= bo =o 


Ct, 


UW) Ss 
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bildet die obere Halbebene auf das Kreisinnere |w|<4r, ab; hierbei 
ist ry, aus der Gleichung 


100. Es sei /(z) die zu dem Aufpunkt a gehérige normierte Ab- 
bildungsfunktion von © und q(z’) bedeute Ahnliches fiir a und &’; 
dann besitzt h~1(hz-+ hk) samtliche charakteristischen Eigenschaften 
von /(z), folglich ist h-1y(hz +k) =f (z). — Ahnlich fiir den auBeren 
Radius. 

101. Wir kénnen annehmen, daB es sich um die reelle Strecke 
— 2=2z=<2 handelt [100]; die zu dem unendlich fernen Punkt als 
Aufpunkt gehérige normierte Abbildungsfunktion lautet dann [III 79] 


rl Lanes ole pees 2 
= at St 


Zz 2 2 


wee 


w = f(z) 


Fiir z= 2cos? hat man w=e*, OS 0<2a, dh. |w|=1, 7=1. 

102. Bei der in 101 benutzten Abbildung geht die Ellipse mit den 
Brennpunkten — 2,2 und der Achsensumme 4R =/ in die Kreislinie 
Jw|=R= + iiber [III 80]. 

103. 7, = 2d. [III 6 oder Spezialfall von 99.] 

104. [100.] 

105. Die Abbildung € =z +— fiihrt das AuBere der fraglichen 
Kurve in das Schlitzgebiet iiber, dessen Rand die reelle Strecke 


—(a, + a3')<z<a,+ a," ist. Hierbei ist der 4uBere Radius unver- 
andert geblieben [104]; d. h. [101] 


we a,+4;'+ 4,+ 43" A, (a, + a) (1 + a a) 


4 44,4, 


D1) ease ; : 
106. 7, = — sin: Beim Beweis kann angenommen werden, 
It 


5 FS It 
daB es sich wm den Streifen | $z|< = 


a= i( =); Die Abbildung z =e’ fihrt diesen Streifen in die 


handelt, D—a, daB ferner 


Halbebene R7/ > 0, a in te~*@ iiber [103, 104].: 
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107. Definition. 1 
108. Die Transformation ¢ = ee fiihrt die Aufgabe wegen 107 


auf 105 zuriick: a, = b;', a, = by' gesetzt, erhalt man 


: 4b; 'b5! Se, 
"o> Te be) (1-4 Bp 265) (By + by) (1 + 0, 2) 


Z— 4 


109. Durch die Abbildung ¢ = geht das AuBere von A in 


&— 25 


den Winkelraum 
Oe = 2m sare. oy 


der Punkt z=oo in €=1 tiber. Fir den inneren Radius 7, dieses 
Winkels in bezug auf ¢ = 1 gilt [100, 107] 


Zy — 2 
% = beste . 
Wegen 99 ist ferner 
mt O,+ 21 —%, 
Es ist also 
i= a ; wo 2z0=%0,—%, ist 
2 (2 — 6) sin 
Wenn ¥, + 0, = 22, dann ist K ,,symmetrisch“, 7 = | z, — 2,| ae 
Tr 
vel. die Spezialfalle 0, =2 [101], 0,= = [97]. 
Fir 0, = 3, ist K ein Kreisbogen, 7 = bie ieee ; dieses Resultat 
in — 
4sin > 
erhalt eine andere Form durch Einfiihrung des Kriimmungsradius 0 
und des Zentriwinkels y von K, namlich 7 = Q sin . — Fir = = , 
0, =a ergibt sich der duBere Radius einer Halbkreisscheibe vom — 
Durchmesser d, 7 = 26 
3 V3 


110. Die zu dem Aufpunkt a gehérige normierte Abbildungs- 
funktion lautet [III 76] 


IV. Abschn., Lésungen 107 —116. 193 


whet nn (SAGs a)) cry f (a) 
bei die Konstant B (eee Fait et igh : 
wobei die Konstante c gema Bl neers fa) |? 4 zu—be 
_ stimmen ist. Es ist r,=|c|. 
111. Die Abbildung ¢ =— = 2 fihrt auf die lings des Intervalls 


— 2,2 aufgeschlitzte ¢-Ebene. Daher ist die gesuchte Abbildungs- 
funktion 
_$-y@=4 1-22-yi-42 ow 


ee f (2) # > 22. , (i + wy =2 


Nach 110 ist fiir reelles.a 


i= t ie) =1'— 4a. 


Es ist speziell 7) = 1. Wenn a das Intervall —oo, s durchlauft, dann 
nimmt 7, monoton von oo bis 0 ab. ‘ 4 

112. Nach 110; |/’(a)| bleibt oberhalb einer festen positiven Zahl, 
wenn @ sich von innen einem Punkt von L nahert. Gleichzeitig kon- 
vergiert |/(a)| gegen 7%. 

113. Man ersetze in 110 6 durch a und a durch a+ ¢«, wobei « 
ein beliebiger Vektor ist, dessen Betrag gegen 0 konvergiert. Wenn 
((e2)) eine GréBe bezeichnet, die mindestens so rasch wie ¢ gegen 0 geht, 


so ist |f’ (a + e)| =|1 + 2cge+ ((e?))| = 1+ 2Re,e + ((e)), also 


Yat+e=1a(1 —2RC,€) + ((e*)) ? 


d.h. Ric,e=0 fiir geniigend kleine | «|, unabhangig von arce. Hieraus 

schlieBt man, daB c,=0. 
114. Die fraglichen Punkte liegen auf den Geraden § a = konst. [103.] 
115. Aus dem Ausdruck (*) der normierten Abbildungsfunktion 


auf S. 17 ergibt sich durch Inversion 
z—a=g(w)=wt+ow? + cpwe+---, . 


wobei ¢ (w) im Kreisinnern |w| <7, schlicht ist und es auf & abbildet. 
Die Funktion Ve (w") =w + c/w t" + cs’ w? t+" + ..- ist dann schlicht 
1 


im Kreis |w|<7% [79] und fiihrt diesen genau in & iiber. 


116. Es ist [Lésung 115] 


Ley 
4—2—y1— ali w 
(4 +- w")n 
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woraus leicht [110] 
f(a) > |4— Ta) | 


ee al eh aang 


Ml 4 


2 
folgt. Es ist speziell 7s =1. Wenn a@ den Halbstrahl arcz = 


durchlauft, O<|a|< Vi, dann beschreibt f(a) denjenigen Radius des 
Einheitskreises, der mit der positiven reellen Achse den Winkel 


oa einschlieBt. Der fragliche Grenzwert ist 0 fiir alle Werte von y. 
n 


117. Man wende 115 auf passende Weise aut das Schlitzgebiet 
an, dessen Rand die reelle Strecke — f?, o? ist. Letztere hat den 


2 2 
euberens Radice are [101], also 
jet 


Y= 
2) 


118. Die Funktion ¢ (2) =" (2) 
Z=a; es ist p(a)=1. Es sei O<e<7,. Um jeden Randpunkt 
von ®& kann man eine so kleine Umgebung angeben, da8 fiir samt- 
liche darin liegenden Punkte von © 


ist regular in @, auch im Punkte 


If(@)| >a — 8, 
d. h, 
M 


%q—€ 


lp (a) |< 


gilt. Esist somit in & [III 278] | p(z) | = oo insbesondere 1 = | y(a) | = = 
a a 
Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn 9 (z) ==1, d.h. F(z) =f (z) 
re 119. Wenn 
f(z) =z—a+cy(z—a)?+---+e,(z—a)"+--- 
die normierte Abbildungsfunktion ist, dann ist die mit den konjugiert 
komplexen Koeffizienten gebildete Funktion 


f@) =2-ata(e—at+-- +i (2—a + --. 


ebenfalls regular in ©. Es sei namlich z, ein beliebiger Punkt von @ 


und - F(z — a) =f (2), By(2— ay), O50) Hiei (Gia) F(z — ay) 
die einzelnen Umbildungen, welche die Fortsetzung von f(z) bis zu: 
dem Punkt z, bewerkstelligen, a,, ay, ..., 4, geeignete Punkte von 


&, a;=2%,. Dann gelangt man von f(z) aus durch die Umbildungen 
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Fo(z—a)=f (2), Filg—a,), ..., Fy(@—%4), Fy(z—@) zu dem 
Punkt a; = 2); /(z) ist somit regular in dem Spiegelbild von & in bezug 
auf die reelle Achse, d. h. in © selbst. Es ist ferner f(z) = f(z), folg- 
lich | f(z)| <7 in G. Nach 118 hat man sorhit /(z) = f(z). 

120. —/(—2z) ist regular in G, und es ist |—f(—z)| <7. Nach 
118 hat man somit —/(— z) = f(z). 

121. Wenn /(z) und /*(z) die zu dem Aufpunkt a gehérigen nor- 
mierten Abbildungsfunktionen von @ bzw. ©* sind, dann ist [118] 


rg = Max | f (2) | = Max | f(z) |=: Max|/*(2)| = 7%. 
(G) (G*) (G*) 


Beide Gleichheitszeichen kénnen erreicht werden, jedoch nicht 
gleichzeitig. 

122. Aus 121 mit Beachtung von 97. 

123. (118, 121, 122.] 

124. [III 309.] 

125. [82.] 

126. III 126, vgl. auch Lésung 83. 

127. [G. Pélya, Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, S. 111, FuBnote, 1922.] 
Den auBeren Inhalt des Innern von L mit |L|, und den inneren Inhalt 
desselben Gebietes mit | Z|; bezeichnet, gilt (125, 126] 


i be | ar? 


128. Wenn /(z) die zu dem Nullpunkt als Aufpunkt gehérige nor- 
P (2) 
ny Ter 
L und =a, fiir z=0. Ahnlich bei der zweiten Ungleichung. 

129. Es sei z= (¢) eine Funktion, welche das Kreisinnere |¢| <1 
auf das Innere von L abbildet. Die Abbildung ist eineindeutig und 
stetig fiir |¢|=<1 [S. 17]. Man wende III 233 auf /{y(¢)] an. 


mierte Abbildungsfunktion ist, dann ist regular im Innern von 


me at 
eeaey ora 
pULota D 


Die Lange des fraglichen Bogens ist = 2(1 — D~*); sie nimmt stets 
zu, wenn D wachst. 

131. [K. Léwner.] Man kann annehmen, da sowohl O, wie auch 
der Mittelpunkt des Bildkreises der Nullpunkt ist; der Radius des: letz- 
teren sei. Wenn f, (2) die Abbildungsfunktion von Ly, f(z) die von Ly 
bezeichnet, dann ist 


raf 


13* 
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regular und von 0 verschieden im Innern von L,. Es ist ferner auf 
den gemeinsamen Bégen von L, und L, 


lA@|=l|A@l=r, |F@|=1, 
wahrend auf dem komplementaren Teil von L, 
lA@ |=", [7/2 2S ea A ee 


Hieraus folgt | (z)|> 4 im Innern von L,. Derjenige regulare Zweig 
von log F (z) , der fiir z = 0 reell ist, erfiillt die Voraussetzungen von 129. 
Beim positiven Durchlaufen eines gemeinsamen Bogens von L, und L, 
ist also die Anderung von $ log F (z) = Slog f, (2) — Slog f, (z) negativ. 

132. Die innere Belegung eines isolierten Zylinderkondensators 
sei drahtformig. Wird die 4uBere Belegung, ohne die Isolierung zu 
gefahrden, so deformiert, .daB die neue Querschnittsflache die alte als 
einen Teil enthalt, dariiber an einigen Stellen hinausragt, an anderen 
nicht, so wird an diesen letzteren Stellen, wo also die Kondensator- 
wand unverriickt geblieben ist, die elektrische Dichte zunehmen — 
was man auch durch physikalische Betrachtungen plausibel machen 
kann. 

133. X* ist einfach zusammenhangend (geschlossene, doppelpunkt- 
lose Kurven innerhalb X* gehéren sowohl dem Innern von L, wie 
auch dem von L, an). Man bilde auch $* auf den Einheitskreis ab, 
und es sei wieder der Kreismittelpunkt das Bild von O. Die folgende 
Tabelle betrifft die Gesamtlange derjenigen Bogen, die bei der Ab- 
bildung I bzw. II bzw. III (Inneres von L, bzw. von L, bzw. $*) am 
Rande des Einheitskreises liegen als Bilder der 


ff% Tide 
sichtbaren Bogen von Ll, 6, — of 
verdeckten _,, py lgsetely) end as 
sichtbaren __,, Nintligs a Ohwads 
verdeckten _,, meelg sls Ty decerie 


‘Es ist selbstverstandlich © 


Gel toe? 7, Oger To, == 271, of + of§ =22. 
Es ist gema8 131 3 
bigot Op Sofie hot 

Folglich ist 

Tz = 20 — 09X20 — 05 = of 

% = 20 — 0,520 — Oj = 03 

Nimmt man L, als Kreis vom Mittelpunkt O an, so kann man das 

Resultat unprazis aber anschaulich so ausdriicken: Bei Kreisabbildung 


x 
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werden die dem Original des Kreismittelpunktes naherliegenden Teile 
der Randkurve mehr gedehnt als die fernerliegenden. 

134. Der Beweis sei unter der Vorraussetzung gefiihrt, daB der 
Rand von % eine geschlossene, doppelpunktlose Kurve ist, die den 
Kreis |z —¢|=o nur in endlich vielen Punkten schneidet. Aus % 
entsteht nach Weglassen der Randkurve ein einfach zusammenhangendes 
Gebiet, dessen Durchschnitt mit der Kreisflache | z — ¢|< einen ein- 
fach zusammenhangenden Teil E hat, der O als inneren Punkt enthilt 
[Lésung 133]. Es sei oy die Gesamtlinge der gemeinsamen Begren- 
zung von & und des Kreises |z —¢|<. Dann ist 


yt Q=2n. 
Bei Abbildung von & auf den Einheitskreis |w|<1 gehe O in den 
Kreismittelpunkt und die Gesamtheit der in oy mitgezadhlten Bogen 


in eine Gesamtheit von Kreisbégen von der Gesamtausdehnung 6 iiber. 


GemdB 131 ist 
d=). 


Man bestimme eine im Kreise |w|<1 regulare Funktion p(w), die in 
inneren Punkten der in 6 mitgezahlten Bégen der Gleichung 


R p(w) = log A, 


in den inneren Punkten der iibrigen Bégen des Kreises |w|=1 der 


Gleichung nm eee 
y(w) = loga 


~ geniigt [III 231]. Es ist 
2naRp(0) = dlog A + (2% — 0) loga 


[III 118]. Man setze 
er (w) —= P(w) 4 


6 A 22-2 
oor ner(Sfewr(Aewr(Af 


Wird die in Rede stehende Abbildung von Z auf |w|<41 durch die 
Funktion 


Es wird 


y(z)=w, y(o)=0 


vermittelt, so ist @[y(z)] von 0 verschieden innerhalb T und in allen 
Punkten des Randes von 3, mit Ausnahme von endlich vielen, dem 
Betrage nach nicht kleiner als f(z). Es folgt [IIT 335] 


| #(2) | S| Sly(2)] | =| (0)! 


Durch Umkehrung der Uberlegung folgt cin Teil von 131, 1438 aus 
III 276. Vel. auch Lésung III 177. 
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135. f,(z) verschwindet nur fiir z= 0 (eineindeutige Abbildung). 
Durch Anwendung von III 278 auf die beiden in ©, regularen Funk- 
tionen z~1/,(z) und zf,(z)~1 erhalt man in G, 


1 2 z 
fn (2) 
Es sei die positive Zahl ¢, so bestimmt, daB 
ed inant ga 
iin ea el Ba 


dann ist lim ¢,=0. Man setze 


n> co 


es folgt | Q(z) |< 1 fiir |z|< 1 [III 278]. Aus 
|2||4(2— 4) |< | fal2) |<] 2| 
ergibt sich zunachst |/,(z)|—|z| fiir oo im Kreisinnern |z|<1. 
Man beachte /,(0) >0O und wende III 258 auf log (/,(z)z~1) an. 
136. [L. Bieberbach, Berl. Ber. 1916, S.940—955; G. Faber, Miinch. 
Ber. 1916, S. 39—42.] Aus III 126 folgt fiir jedes R > 1 
la, 2ideP , 31aF 
R R4 RS 
also ist auch der n** Abschnitt <1. Fir R-+1 schlieBt man 
[b, 2 +2|d,/2? + ---+|b,F%=<1. 


+ pect, 


Dies gilt fiir jeden Wert von n, d.h. Srl, 2 = Aoaist Abelaide 
b, =e? dann ist 0, = 6, = =: Heo. Ghee) 2 + £* 179) 


137. [K. Léwner, Math. Zeitschr. Bd. 3, S. 69—72, 1919.] Durch 
Anwendung der Cauchyschen Ungleichung [II 80] folgt [136] 


co 


a) <4 bya Tt VF Mb Pad oe z[ent2 


n= n=1 


lzP 


Wenn g’ (oé) = 


rp re ori ich, dann muB — b,é"+! reell 


und nichtnegativ, ferner Jn |b,| = polite or ; sein, wobei der von m freie 
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Faktor 4 sich aus der Gleichung }'n |b, |? = 1 bestimmen laBt. Es ist 


ee 
A=o?—1, b, = ——__ g@) =2+b——(e-7)— 


(gr 


Diese Funktion ist schlicht fiir |z| > 1, weil 


fiir jz| >1, daher 


1—o? 
Ge2,—1 


+1+ 08%, g(%)—g(z) +0; |2,|>1, 


Blot, 4 a4: 


Die Umformung 


1\  oez(ez—Q) 
slg Gis tales (0 al cr Scppgerte 


zeigt weiter, daB das Bild des Einheitskreises ein Kreisbogen vom 
: = as 
Mittelpunkt b, + e(¢ = = und vom Radius a ist. 


138. Man béachte 120. 
139. [G. Faber, a. a. O. 136.] Nach 79 ist 


bus abbots 


74 


a 1 

¥g(#) =2+ = ates 

regular und schlicht fiir |z| >1, also [136] |42,|=<1. Es ist nur dann 
ee ip iy 

[$05] =41, wenn g(2?) =2+ — Breell, d.h. g(z) =z+2e% + —. 


140. [L. Bieberbach, a. a. O. 136]. Mit / einen beliebigen Rand- 
punkt von & bezeichnet, wende man 139 auf g(z) —h an. Der Null- 
punkt ist dann ein Randpunkt des Bildgebietes. Der konforme Schwer- 
punkt ist 6, —h, also |b, —h| <2. 

141. [Vegl. L. Bicberbach, Math. Ann.-Bd. 77, S.153—172, 1916.] Die 
untere Abschatzung von D folgt ahnlich wie in ITI 239, die obere 
Abschatzung aus 140 folgendermaBen: Wenn /, und hg zwei Rand- 
punkte von & sind, dann ist 


lob —hy|S2, |b,—h%,|<2, also |h,—h|<4. 


142. Wenn d die Distanz der beiden Punkte, D den Durchmesser 
des verbindenden ‘Kurvenstiickes bezeichnet, dann ist [141] 


a4<D<4r. 
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B 1 
143. [K. Lowner, a.a.O. 137, S.74—75.] Es geniigt |g(e)| =e +— 


za beweisen, 90 >1. Entfernt man von & die beiden Kurvenstiicke, 
die darin den Strecken 1< z<o und — @=2z< —1 vermoge der Ab- 
bildung g(z)=w entsprechen, so entsteht ein Gebiet @*. Schlitzt 
man das KreisduBere |z| >1 von 1 bis g und von —1 bis —@ auf, so 


| 

o+ > 

JaBt sich das so entstandene Gebiet auf das KreisduBere |¢| > “os 
abbilden [105] und hat [138] den konformen Schwerpunkt 0. Auf die 


1 
e+— 


e auf @* wende 


dabei entstehende Abbildung des KreisduBeren |¢| > 


man 140 an. 

144, [G. Faber, Miinch. Ber. 1920, S. 49—64.] Da g(z) — z fiir |z|>1 
regular ist, ferner simtliche Randwerte von g(z) — z dem Betrage nach 
<3 sind [140], so ist auch | g(z) — z|<3, |z| >1; III 280 liefert also 


lg(z) —z|s ial . Das Gleichheitszeichen kann, wenn iiberhaupt, nur 
fir g(z) —z= m , x reell, gelten, dann ist aber |g(z) — z| = | | - es 
gilt also niemals. ES 

145. [K. Léwner.] Der auBere Radius 7 der in der Aufgabe ge- 
nannten Kurve ist gréBer als der einer Strecke von der Lange 2a [121] 
und kleiner als der einer sie enthaltenden Ellipse, deren Achsensumme 
gegen 4 konvergiert, wenn a>2, 6>0. Daraus folgt [101, 102], 
daB 7-1 fir a2, d-0. Aus 119 folgt ferner, daB bei der frag- 
lichen Abbildung die beiden in z=-—a an verschiedenen Ufern des 
Schlitzes gelegenen Randpunkte in z= + 1 und z = —41 iibergehen, so 
daB der eine Randpunkt die Verschiebung 1 + a@ erfahrt. Wenn a— 2, 
dann kommt 1+ a beliebig nahe an 3. 


146. [L. Bieberbach, a. a. O- 186.) Es. ist, f=- gesetzt, 


eQ= (CM I=SL hep £0 fir [C/>4; 198. Dann 
und nur dann ist |a,|=2, wenn e(t) St poeta ge TPR) 
= a reer a reell. 


147, [G. Faber, a. a. O. 136, 144; L. Bieberbach, a. a. O. 186. Der 
Satz findet sich, ohne Angabe der genauen Konstanten, bereits bei 
P. Koebe, Gott. Nachr. 1907, S.197—-210.] Es sei R=1. Die Funktion 


HDR ore 1) 6 
ape =2t (ety) is 
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ist schlicht fiir |z|<1, also [146] 


Sz; 


1 1 
a, +— tl Slql+2c4. 
[Diese Beweisvariante riihrt von F. Hausdorff her.] Das Zeichen = 
tritt nur fiir ’ 

2 
f(z) = (1 fe azye pee reell, 
ein. 
; 1 

148. Es sei € = as g(¢) = [7(¢-*)]-? [Lésung 146]. Anwendung 

von 140 auf g(¢) liefert fiir irgendeinen Randpunkt h 


1 1 
a4 <2, [4 | <|a) +2. [Vgl. auch Lésung 147.] 


149. [Vgl. G. Szegd, Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, S. 42, 1922; Bd. 32, 
S.45, 1923.] Es seien 4, und h, zwei Randpunkte von © mit arch, — arch, 


f(z) : | 4 R 
ge. Ar d aE Se fi pice 
rn wendung von 147 auf i= hfe) liefert win ie > a? 
dh ib teen aalpaty 
dues 2 
[Ay] {he| 


- Nach dem Satz iiber das arithmetische und harmonische Mittel (II, S. 50) 
ist somit erst recht |h,|-+|h,|=R. Wenn das Gleichheitszeichen 


: R 
eintritt, mu8 zunadchst |f,|=|/,|= aii k= —h, = Fé, ferner 


te) Sees Ag 
1—htf@) (R+eaae ” = 
Kreis |z|<R nur fir z= Re-** den Betrag rs Hieraus schlieBt 
= oe [A.a.O. steht nur Max (|/,|, 
|r. |)=R. Die Bemerkung, daB sogar |/,| + |%.|=R gilt, rihrt von 
T. Rado her.] 

150. [Vegl. G. Pick, a. a. O. 151; ferner L. Bieberbach, Math. Zeit- 
schr. Bd. 4, S. 295—305, 1919; R. Nevanlinna, Oversikt av Finska 
Vetenskaps-Soc. Férh. Bd. 62 (A), Nr. 7, 1919—1920.] Es sei |z,| <1; 
man wende 146 auf die im Einheitskreis |z|<41 gleichfalls schlichte 
Funktion 


« reell sein. Diese Funktion hat im 


man e~** = —é’” und /(z) 


an. Die Konstanten A und B bestimme man aus den Bedingungen 
9 (0) =0, 9 (0) =1. 
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151. [Betreffs 151, 152, 156, 157 vgl. P. Koebe, a. a. O. 147; 
G. Plemelj, Verhandl. d. deutschen Naturforsch. Bd. 85, III, S. 163, 
1913; G. Pick, Leipz. Ber. Bd. 68, S. 58—64, 1916; G. Faber, 
L. Bieberbach, a. a. O. 186; ferner T. H. Gronwall, C. R. Bd. 162, 
S. 249—252, 1916.] Es ist 

z 
; een (ae es 
log f’ (2) + log (4 Ppretiae {— [eR dz, 


0) 


wobei sich die Integration langs der geradlinigen Strecke von 0 bis 2, 
|z| =7< 4, erstreckt; hieraus schlieBt man [150] 


f 


f 4 4+7 
/ — (22) 2 )———dr = ———|, 
[10g f’ (2) + log (1 — |2| Nh; Agar = dog 
Abspaltung des reellen Teiles ergibt 
1 
_ 2log "<< log |’ (2) + log (4 — 7?) <2log . WeZe Dawe 


Abspaltung des imaginaren Teiles ergibt auBerdem 


: 4-+7 
| Slog / (2) | Be 1108 Fea 


(Drehungssatz). Das Gleichheitszeichen kann niemals eintreten. [L. Bieber- 
bach, a. a. O. 150.] 


152, Aus f(z) = /f’(2)dz folgt (151] 


eAgity Y 
vols | Ga aper= go 
0 


Die untere Abschatzung von |f(z)| beweisen wir auf zweierlei Art 
folgendermaBen: — 

1. Wenn w der dem Nullpunkt nachstgelegene Punkt des 
Bildes der Kreislinie |z| = 7 ist, wenn ferner L jene Kurve der z-Ebene 
ist, welche der Verbindungsstrecke ‘von 0 bis w entspricht, so folgt aus 
|| = | | (2)||dz| wegen |dz|=dr, dab 

i 


Noe deo 
Ce abet sh KE rae 


jel / Ife larz 
3 0 


2. Man bilde das langs der reellen Strecke von 7 bis 1 aufgeschlitzte 
Kreisinnere |z|< 1 mittels einer Funktion z = g(¢)=C-+ b, C2 + bg C3 4- ++ 
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4r 
(it ; ab [108] und wende dann 147 auf den 


Randpunkt f(r) der Abbildung w = f[g(d)] an. 
153. [T. H. Gronwall, Nat. Acad. Proc. Bd. 6, S. 300— 302, 1920; 


auf das Kreisinnere |¢|< — 


R. Nevanlinna, a.a.O. 161, S.17, FuBnote.] Man wende, ¢ = ~ gesetzt, 
143 auf [f(¢~+)]~1+ 4, an. 

154. [T. Radé, Aufgabe; Deutsche Math. -Ver. Bd. 32, S. 15, 1923.] 
Nach 80 ist f(z) = /g(z?), wo g(z) im Einheitskreis |z|< 1 regular 
und schlicht ist. Es ist also fiir |z|=7 [152] 


v2 


— a 
Tapale = Gq 


155. Mit den Bezeichnungen von III 128 ist 


Je) <(-2.) (154), 


2a r 
: Fath 
| \f (re P) Pad<4a| a et? . 
6 6 
156. Nach dem Cauchyschen Satz ist 


oe rie wis 
{*) (z) = “oe pera ds: 


wobei sich die Integration langs eines Kreises | —z|=0,0<e@<1—|z|_ 
=1-—vr erstreckt. Man hat, wenn unter w,(r) die kleinste Funktion 
von der genannten Art verstanden wird, 


n! r+o 


o" (1-20)? 


157. [L. Bieberbach, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 161—162, FuBnote 5, 
1918.] Es ist : 


On (1) < 


[156], 


also 
Oxo 


4 n—1 
Man setze hier 9 = ——— ° 
@ 


n+1 
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158. Man ersetze in 155 f(z) durch yf (22) [80] und 7 durch 7. 
Es ergibt sich : 


Zee 22% 


159. [J. E. Littlewood. Vgl. Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 22: 
Heft 4, 1923.] DaB w, =n ist, folgt aus der Betrachtung der speziellen 


Funktion f(z) = a Ss nz". Die obere Abschatzung von @, er- 
came n=1 
gibt sich aus 
4 
a) oe 158 
oo vee NE Ne res yr i479 [158] 
; ; i) = 1 : 
bei giinstigster Wahl von 7, 7 = e-i a Es ist 
e ( : ia [I 170] 
——_——_ = |4 + —— N< En é 
lanl < Gaps Anjos ae 


160. [G. Pick, Wien. Ber. Bd. 126, S.247—263, 1917.] Die Be- 
hauptung beziiglich M folgt aus 122 oder aus III 280. Aus 
tae] AZ), 
cp ot Mot HZ) 
schlie8t man weiter | a, — 2e'* M~-1|<2 [146]. Durch giinstigste Wahl 


von «, ©=a- arc a4, folgt hieraus die behauptete Ungleichung. Das 
Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 


ye AC!, PES I} 
[A+ eM Mt 72) BU eez)2 


= 2.-4- (da—— 2e* M-1) 22 +. 


B reell. 


Dann erfillen die Werte_w = aM ~1f(z) jenen Teil des Einheits- 


kreises, dem bei der Abbildung ae i wi)? = W [111] das Schlitzgebiet 


mit dem begrenzenden Halbstrahl arc W=a—f, ar |W|<-+ 00 


entspricht. Daher muB « = f sein; dem Schlitzteil a= = Wa ent- 
spricht die Strecke 2M —1— 2y¥M(M—1)<w<1. Der Auferste 
Fall ist also dadurch gegeben, daB f(z) die schlichte Abbildung des 
Einheitskreises auf dasjenige Schlitzgebiet vermittelt, das aus dem 
Kreis vom Radius M durch Aufschlitzen langs der von einem belie- 
bigen Punkt der Peripherie unter einem rechten Winkel ins Innere ge- 


richteten Strecke von der Lange 2M YM - =! (VM — gS — 1) entsteht. 


IV. Abschn., Lésungen 158—164. 205 


161. [R. Nevanlinna, Oversikt av Finska Vetenskaps-Soc. Férh. 
Bd. 63 (A), Nr. 6, 1920—1921.] Nach III 109 ist 


(2) 
12) 


regular fiir |z|< 1 und hat dort positiven Realteil. Es ist also [III 235] 


ed ST eg 8F 


hieraus schlieBt man [I 63] 
|a,|Sn, n = 2, 3,4, 


Es kann nur dann |4,|=» sein (und zwar dann fiir alle ~), wenn 
Sei (ye t+ e%2 
72 1—e*z 


162. [T. H. Gronwall, a.a.O. 151; K. Léwner, Leipz. Ber. Bd. 69, 
S. 89—106, 1917.] Wenn f(z) eine konvexe Abbildung vermittelt, ist 
das Bild bei der Abbildung w= z/‘(z) sternférmig [III 110]. Es ist 
somit [161] 


, & reell. 


: Z 
Dhak Heeia ses, w=203, 4use? 
Es ist dann und nur dann |a,|=1 (und zwar dann fiir alle m) wenn 
z z 
. zf (2) = (5 hie Pop ia z)2 y f (2) = 1— ez’ o reell. 


163. uae E. Study, Vorlesungen iiber ausgewahlte Gegenstande 
der Geometrie, Heft 2. Leipzig: B. G. Teubner 1913. R. Nevaniinna, 
a. a. O. 161.] Aus 150 schlieBt man fiir |z|<7 


I’ (2) —4r +27 | 
Be Tgp ee 4 ee Os 


3 rechte Seite ist = —1, wenn 7 die kleinere Wurzel der Gleichung 
— 47-+41=0 nicht tbertrifft. Pa bas 


164. Mittels der Abbildung ae = 14Bt diet die Frage auf 


III 297 zuriickfiithren. Wenn /(z) nicht identisch verschwindet, so muB 


S(t leer) 


=1 


et (@nttyn) pare 
et GnttYn) + 1 
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konvergieren. Es ist ferner jedenfalls y,->0o. Fir positives, gegen 
Unendlich konvergierendes y ist aber 

‘~ (i 
ee Ae oh eye bar cin 


er(@+ty) Eas. 1 


~ let@tiy) 4G 


1 
2 . 
~w2e 4%¥sinx. 


Auf ahnliche Weise ersetzt man das allgemeine Glied der obigen Reihe 
bei negativem y durch 2e¥sin ~%. 

165. DaB die Bedingung hinreicht, folgt aus dem allgemeinen 
Existenztheorem fiir lineare Differentialgleichungen. Andererseits ist 
sie notwendig. Denn es seien u,, U2, ..., 4, m linear unabhangige ganze 
Funktionen, die die gegebene Gleichung befriedigen. Aus den Glei- 
chungen 


ze uv =f, (z) ue Ki (z) wy) wee + fr (2) Uj, a eC? 


lassen sich die Koeffizienten /,(z) als Briiche berechnen, deren Zahler 
ganze Funktionen sind; der gemeinsame Nenner dieser Briiche ist die 
Wronskische Determinante von 4, Us, ..., Um d.h.eJ4@*% [VII, §5], 
also eine ganze Funktion, die keine Nullstellen hat. 

166. Fiir geniigend kleine, von 0 verschiedene Werte von 2 gilt 


9 


k B-1 2 


ge af oh A z 
Ps) Yep e Bey pase qd eee FY 1 4 2% + Yee? +:--, 
BS 
g> 0, q ganz, unter z% einen bestimmten Zweig verstanden. Aus der 
Voraussetzung folgt zunachst, daB q(z) fiir z-0 beschrankt bleibt, 


also yi4=Y-n41 = °:° =Y-1=0., Ferner ist yp) = c,. Ware g>4 
und nicht sdmtliche Koeffizienten y,, yo, ..., Yg-; gleich 0, etwa 
Vy = Yo + = %s-1 = 0, 2 ¢ 0, 1 SSS <q —1, So wiirde die Funktion 


& 


z 4 (p(2) — Cp) 


dem Betrage nach gréBer sein als eine feste positive Zah], wenn z—> 0. 
Daraus kénnte man 

lim 27} (¢ (2) — ¢) = 00 

z>0 
schlieBen: Widerspruch. Also ist yy = 7, = --- = yg-1 =0. Weiter ist 
Yq =, dann wieder yy.1 = Ygi9-°* = Yeq-1 = O usw. 

167. Wenn die Funktion /(z) im halboffenen Ringgebiet R<|z|< oo 
regular und eindeutig ist, dann kénnen sich ihre daselbst befindlichen 
Nullstellen nur im Unendlichen haufen. Man kann somit eine ganze 
Funktion g(z) konstruieren, die in diesem Gebiet dieselben Nullstellen 


i (2) 


wie /(z) besitzt. Dann ist die Funktion log aC regular, aber nicht not- 


wendigerweise eindeutig fiir R <|z|< oo; ihr Realteil ist eindeutig, ihr 
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Imaginarteil andert sich beim positiven Durchlaufen der. Kreislinie 
|z| =7,7>R um 2aim, wo meine vonr unabhangige ganze Zahl ist 


(III 190, a= 0]. Daher ist 
f(z) 


log —— — mlogz ' 


g (2) 


eindeutig und regular fiir R<|z|< oo und daselbst durch eine Laurent- 
sche Reihe darstellbar: 


log a — mlogz => q2"= y (2) + Don2 =y(2) +p), 


wo y(z) eine ganze Funktion ist und die Reihe y(z) fiir |z|=R _ kon- 
vergiert. Man kann 2”g(z)er) = z-?G(z) setzen. — Ist f(z) nur im 
offenen Ringgebiet R < |z| << oo als regular vorausgesetzt, dann kénnen 
sich ihre Nullstellen auch gegen den Kreisrand |z| = R haufen. 

168. Man setze e~**=w, also e/ =|w|. Wegen der Periodizitat 
von f(z) ist /(zlogw) = F(w) eine eindeutige Funktion von w, die nur 
endlich viele Nullstellen und Pole im Ringgébiet 0 < |w|< co besitzt. 
Man kann also zwei Polynome P(w), Q(w) und eine fiir 0<|w|< oo 


konvergente Potenzreihe >'c,w" = y{w) bestimmen [Lésung 167], so 
daB daselbst taba 


feo) = 


Q (wv) 


_ gilt. Man bezeichne mit A(r) das Maximum von iy(w) am Kreisrand 
w|—=~r und mit w, den Punkt, in dem A(r) erreicht wird. Es ist 


log M(y) — log | P(w,) | + log | Q(w,) |= (7) 


ev (w) 


Aus der Voraussetzung folgt ferner, daB eine Zahl 6 existiert, O< 0<1, 
so daB 
oly! | w |? 

log M (y) < elu! = |w|-? 


, 


je nachdem |w|=4 oder |w|<1 ist. Hieraus schlieBt man, daB A(r)r~° 


fir r>1 und A(r)r fir 7<1 beschrankt ist. Nach Lésung III 237 


folgt also y(z') = konst. 
169. [H. A. Schwarz; nach mindlicher Uberlieferung.] Es sei 


f(z) = @y 1 42 + Og2® +20 + yz °° 


regular und nicht konstant in einem Kreis |z|< @ um den Nullpunkt, 
dann ist: daselbst auch 


F() = ay + @, 2+ @,2 + +++ Gg" + 
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regular und nicht konstant, ferner ist fir reelle Werte von x und y, 
x2 + y << 0 ‘ 


ley) = fle + iy) Fee — iy) => S pale + ig) wi), 


ive 


Diese Reihe konvergiert auch fiir komplexe x% und y von geniigend 
kleinem Absolutwert. Da sie eine algebraische Funktion von x und y 
darstellt, gilt identisch in x und y 


E, w,y) (pe) =D Pe 9) Fe +9) Fe — iv =O, 


wobei ®, (x,y) Polynome in x und y sind, ®, (x, y)=0. Wir kénnen 
annehmen, daB @, (0,0) +0 ist, sonst hatten wir von vornherein 
{(z— a) amstatt f(z) mit passendem a betrachten kénnen. 

Es sei die Variable ¢ auf den Einheitskreis eingeschrankt und die 
Konstante ¢ folgendermaBen gewahlt: 

1. t+0 

2. die betrachtete *Potenzreihe von q(x, y) konvergiert fir 
|x|slel, lyse: | 


3.017 (t) 42 0; 
1)¢ (S$ — : d 2 : , 
4. ®, i ) : ( =| verschwindet nicht identisch in €. 


Diese Bedingung kann stets erfiillt werden, weil das absolute Glied 
dieses Polynoms in ¢ und ¢ mit dem von @, (x, y) iibereinstimmt, also 
von 0 verschieden ist. 


Es gilt nun identisch fiir |¢|<1 


So, (C58 C— 9) rorycor= 


v=0 


170. [E. Landau.] Nehmen wir an, daB der in der Aufgabe ge- 
nannte Kreis der Einheitskreis ist. Derselbe enthalt die reelle Strecke 
—1<w<1. Man betrachte die Menge derjenigen reellen Punkte z, 
in denen der Wert w = /(z) reell und dem Betrage nach <1 ausfallt. 
Diese z haben mindestens einen Haufungspunkt z, 1m Endlichen; 
sonst ware ihre Anzahl abzahlbar, folglich kénnte /(z) nicht simtliche 
Werte innerhalb der Strecke —1<w<1 annehmen, deren Miachtig- 
keit doch das Kontinum ist. /(z,) ist reell, ebenso 


ej een, 


Z— 2, 


> 


wo uns ja freisteht, fiir z solche reellen Werte zu wahlen, fiir welche f(2) 
auch reell ausfallt. Ahnlich sieht man ein, daB samtliche Koeffizienten 
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der Entwicklung von f(z) nach den Potenzen von z — z, reell sind, und 
durch Fortsetzung der Potenzreihe folgt, daB f(z) fiir reelles z stets 
reell ausfallt: Widerspruch. 

171. Solche Funktionen gibt es nicht.. Es sei namlich die frag- 
liche Relation erfiillt. Wenn /(z) identisch = 0 ist, so sind offenbar 
auch /,(2), fo(z), .... fn(z) identisch = 0. Wenn j(z) nicht identisch 
verschwindet, kann man annehmen, daB /(z) in 8 iiberhaupt nicht 
verschwindet (man ersetzt % ndétigenfalls durch einen Teilbereich). 
Also ist /,(z) f(z)-} in 8 regular und die Funktion 


erreicht ihr Maximum auch im Innern von §; folglich [III 300] ist 
}, (2) f(z)- 1 = konstant , Pi 14, 


172. Solche Funktionen gibt es nicht. Beschranken wir uns nam- 


lich auf einen Teilbereich von $, worin g(z) + 0, Vg (2) gy (z) regular 
ist, dann ist |g(z)|=|@(z)?. Laut Voraussetzung a t lola) (z) |? eine 
regulare anes a d.h. [IIT 87] 


e2 
(or B)ioe renno 


Nach III 58 folgt hieraus (z) = konst., g(z) = konst., f(z) = konst. 
173. Es sei A(z) ganz. f(z) =e und g(z) =e-’® erfiillen die — 
Bedingungen mit a=1, b= —1, c=0, denn 


h 
eh — 1 i Se. Beet. Ley hea OS 
meet eh +4 eateeO 
‘sind ganze Funktionen ohne Nullstellen. — Zwei verschiedene ganze 


Funktionen endlichen Geschlechts, die in viererlei Stellen iiberein- 
stimmen, gibt es iibrigens nicht [G. Pélya, Nyt Tidsskr. for Math. (B) 
Bd. 32, S. 21; 1921]. 

174. Leichter zu lésen ist auf Grund von Bekanntem die mehr 
fordernde Interpolationsaufgabe: Gegeben ist die ,,dreieckige‘‘ Zahlen- 
folge 

40 » 
Ayo, AH; 
Aon, Fai, Aga, . 


gesucht ist eine ganze Funktion G (z), die samtlichen Gleichungen 


GO) (n) = v! any {vy = 0, A 25 me AGEs n=O, 1, 2; 3, rs) 


Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsatze II. 14 
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geniigt, wobei 2! a,, = a,. Zur Lésung dient die ganze Funktion 


oo Zz le ye 
W (2) = 2] | (: —=)en* ee 


n=1 


n+1 


[Hurwitz-Courant, S. 123]. In der Umgebung von z = 7 gilt eine Ent- 
wicklung 


ae - Pe [Ono na (Z—) + Ons (2—m)?-+ +++ Onn(Z--m)” + ---], 


bio + 0. Man setze 
Ano On» + Gni bn, OPE Rs 5 Anz On, »-2 + +++ + Any bng = ony 


und suche eine meromorphe Funktion F(z), die auBer der Punkte 


z=0, 1, 2, ... regular ist und fiir welche die Differenz 
F(2) — (e — n)-"~) [eng + Cny (2 —- ) + +++ + Can (2 — 1)") 
auch im Punkte z= ™ regular bleibt, m = 0, 1, 2, --- [Hurwttz-Courant, 


S. 108—111]. Dann ist die gesuchte ganze Funktion G (z) = F(z) W(z). 
175. Die erste Ungleichung ist klar. Aus 


(y+ 6 
On| S| ge We Oe Aon 
folgt ferner 
— n 5 
noy=mo+0) >(,) =a M(r+0). 
n=0 


176. [Z. Landau.] Es ist [175] 


Mor=mal) =" *? met ayy, 
daher 
ot 
my <p" <("9)* m+ oy. 
Man lasse m gegen co konvergieren; 6 > 0 ist beliebig klein, M(r) ist 
eine stetige Funktion von 7, wie aus der Definition leicht einzusehen ist. 


1 : : ; ; 
177. [E. Landau.]} be logM,(7) ist eine nichtkonkave Funktion von 


logy [II 123.] Der Grenzwert von nichtkonkaven Kurven ist nichtkonkav. 
178. [I. Schur.] Die Funktion 


cOMfleM>f@)=2+ 4,24 Aa4...4 Aye p 
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ist schlicht und dem Betrage nach < M? fiir |z|<1. Der Koeffizient A, 
ist ein Polynom (m — 1)" Grades von e, und zwar ist das absolute 
Glied dieses Polynoms =a,, sein héchster Koeffizient = M~-"+1a, . 
Indem an Stelle von « die (m — 1)*" Einheitswurzeln der Reihe nach 
eingesetzt werden, erhalt man durch Addition und durch Beachtung 
der Ungleichung | A,|<«,[M*], daB 


re ___ ®,[M*] 
|a, + M 7h a5| = 05 [M2); dah: On{M] = gaat 
Hierbei bedeutet w,[M] die obere Grenze von |a,| unter den Voraus- 
setzungen von 160. Wiederholte Anwendung liefert, da w,[M]<an, 


oo 


4 a2 -n+1 * : 
w,(M) =a, [ | TE MGerbe =o,(1—M )  [Lésung I 14]. 


179. Es sei m eine beliebige positive ganze Zahl. Dann ist q(m#) 
ein trigonometrisches Polynom mnt Oxdng das die Voraussetzung 


erfillt. Es ist hiermit fiir alle Werte von 
: K 
|\my'(m3)|<=mn+K, dh. | o'(9)|sn+—. 


Man lasse m gegen oo konvergieren. 

180. [H. Poincaré, American J. Bd. 14, S. 2414, 1892; vgl. H. Bohr, 
Nyt Tidsskr. for Math. (B) Bd. 27, S. 73—78, 1916.] Man bestimme 
die positiven ganzen Zahlen 4,, d,,..., An,... So, daB 


An 
et dt Aya, be > p(n +1), n=2,3,4,... 


n—1 


ist. Die Funktion 


ist ganz; fir n=xSn+1, 22, gilt 


n \*n 
g(x) =e(n) >(".)"> ott 2e@). 


invVe 2 
- 181. Beispiel: at =1-- nt + a —---; ganze rationale Funk- 
¥4 . . 
tionen (die keine Konstanten sind), streben in allen Richtungen gegen oo. 
182. [H. von Koch, Ark. for Mat., Astron. och Fys. Bd, 1, S. 627 bis 
641, 1903.] Beispiel: e + z. Beim Beweis sind zu unterscheiden die beiden 


7m 
a? 


Falle: at <arce< 5 


sen. [Hurwitz-Courant, S. 96.] 


4 SarezS 2 . GleichmaBigkeit ausgeschlos- 


14* 
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183. [Vegl. J. Malmquist, Acta Math. Bd. 29, S. 203—215, 1905.] 
[III 158, III 160.) — Eine ganze Funktion endlicher Ordnung kann 
sich nicht so verhalten [III 330]. 

184. [G. Mittag-Leffler, Verhandlungen des III. internationalen 
Mathematiker-Kongresses in Heidelberg 1904, S. 258—264; Leipzig: 
B. G. Teubner 1905. Atti del IV. congr. internaz. dei mat. Roma 1908, 
Bd. 1, S. 67—85; Roma: Tip. della Acc. dei Lincei 1909.] 


e~F® — e- FQ oder E(z)e~®, 


wenn E(z) die in 183 erwahnte Funktion bedeutet. 

185. Die Funktion E(z) [II] 158] besitzt entweder keine oder 
nur endlich viele negative Nullstellen [III 160]. Man setze im ersten 
Falle 


F(z) == (2) 
und im zweiten 
E(z) 
@) (2 + 4) (2 + a)... (2 + a) 
mit —&,, —»,..., —, sdmtliche vorhandenen negativen Null- 


stellen von E(z) bezeichnet. Auf alle Fille ist F(z) fiir reelles nega- 
tives z reell und von unverdnderlichem Vorzeichen. Folglich ist 


if F(—#)dt=C +0; 
0 


die Existenz des Integrals folgt aus III 160. Die ganze ungerade 


Funktion 
z 


e(z) =C-1/ F(z) dz 
0 
liefert das gewiinschte Beispiel, wie. man durch Verlegung des Integra- 
tionsweges zeigt [III 160]. 
186. [G. Pélya, Interméd. des math. Serie 2, Bd. 1, S. 81—82, 
1922.] Es sei O< « < 2a, g(z) die in 185 konstruierte ungerade ganze 


Funktion. Die Funktion 
1 +e(Vz)g (Vez) 
2 


ist ganz und strebt, wenn das Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln 
richtig gewdhlt ist, im Winkelraum 0 < arcz <2a”—o gegen 1 und 
im Winkelraum 22 — « <arcz<2a gegen 0. Durch eine passende 
lineare Kombination derartiger Funktionen erhalt man das gewiinschte 
Beispiel. . 

187. Nein, weil die Menge aller Einteilungen eine hdhere Machtig- 
keit (2°) hat, als das Kontinuum (c), wahrend die Menge aller ganzen 
Funktionen die Machtigkeit c&=¢, d.h. die des Kontinuums hat. 
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188. Gabe es eine ins Unendliche laufende stetige Kurve L, ent- 
lang welcher e* sich einem von 0 und oo verschiedenen Grenzwert 
naherte, so gabe es zu jedem «, ¢>0, einen Punkt z auf L, so be- 
schaffen, daB | arc e* — arce*| < e ist fiir alle nach z, folgenden Punkte z 
der Kurve L, die Bestimmungen der Arcus richtig gewahlt. Ist e< a, 
so folgt wegen der stetigen Anderung des Arcus |¥z— 32|<«, und 
so miiBte L innerhalb eines zur reellen Achse parallelen Streifens von 
der Breite 2< verlaufen. Innerhalb eines solchen kann sich z nur auf 
zwei Arten an oo nahern, entweder so, daB e” gegen oo, oder so, daB e’ 
gegen 0 strebt. 

st oe )* gantl 
2 2. 

189. Die Pelle, ax > nl 2"(ant4) 

oo, wenn z langs der positiven cae Nectiiven imaginaren Achse ins Un- 


konvergiert gegen 


endliche geht. Sie konvergiert ferner gleichmaBig gegen/ = bzw. -//;. 
: : mt BB os 3 Gute 
wenn z in dem Winkelraum — 4 = arc7 = Zz bzw. is <arez= wy ins 


<0 


I\ 


-/a 
-/a 


Unendliche geht; es ist namlich z. B. fir z=re*, r>0, — 


ree? go rei? gt 


if ea ada = fe ade fe 2ax, 


4 7 
und der Betrag des zweiten Gliedes ist kleiner als 7 / e 282 9a9 
10) 


[Losung III 151]. Wenn es eine stetige ins Unendliche gehende Kurve 
gabe, langs welcher die fragliche Funktion gegen einen endlichen von 


as verschiedenen Grenzwert konvergiert, so kénnte diese Kurve in 


geniigender Entfernung vom Nullpunkt keinen Punkt in den oben er- 
wahnten Winkelraumen und keinen mit der imaginaren Achse gemein- 
sam haben. Man kann also annehmen, da® sie z. B. ganz im Winkelraum 


oes arce <> liegt. Dann ware aber die Funktion in dem Gebiet 


zwischen dieser Kurve und dem Halbstrahl arcz =i beschrankt 


{man benutze eine Erweiterung von III 330, die sich dazu wie III 324 
zu III $22 verhalt], also miiBte sie [III 340] auch langs der besagten 


Kurve gegen |= konvergieren. [Vgl. A. Hurwitz, C. R. Bd. 143, S. 879, 
4906 und Bd. 144, S. 65, 1907.] 
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190. Die fragliche Funktion konvergiert langs der 2 Halbstrahlen 
arc 2 = (2k —4) a k=41, 2,..., 2m gegen oo, lings der Winkel- 
halbierenden der durch diese bestimmten 2” Winkelraume gegen end- 
liche Grenzwerte, und zwar langs des Halbstrahls arc z = ee gegen 


ik= ( sin (x” ik= Aa 4 
e* | == ae at Annee r(z) sin(*— 12), wipeomenye 
F xe n— 1 ee n 


[I1I 152.] Weiter schlieBt man ahnlich wie in Lésung 189. 

191. [F. Iversen, Ofversikt av FinskaVetenskaps-Soc. Férh. Bd. 58 (A), 
Nr. 3, 1915—16.] Es sei 6,, = 2(4 — &»), dann ist 0,,= 0 oder 4, je 
nachdem «,, = --1 oder — 1 ist. Wenn z langs des Halbstrahls 


ALG e906 2 een 


ins Unendliche geht, dann ist fir m=0,1,2,... 
" 6 Ome 
arc 2° =i fe ae Ee coh 


Da 6, nur der beiden Werte 0 und 4 fahig ist, so liegt z*”” entweder 


im Winkelraum (0, : oder im Winkelraum (a 


ersten, wenn ¢,, = Bins im zweiten, wenn se —1 ist. Es ist also 


), und zwar im 


[189], wenn man zur Abktirzung y (2) =\2 [A 2 dx setzt, 


Tiny") = ea, 
ferner gibt es [Lésung 189] eine Zahl G derart, daB tiir alle z auf 
dem erwahnten Halbstrahl und fiir alle Werte von m 


2") 


[ages ) lea G. 


gilt. Es sei nun ¢ >0 und m so groB, daB dni, + dmyog+--: <e sei. 
Die Funktion 
ayy (2) + ay (2) + +--+ + amy (28") 


konvergiert bei der oben definierten speziellen Annaherung ins Unendliche 
gegen & ay gts £14, +--+ ++ &m 4m. Der Rest ist absolut < Ge fiir alle z. 
192. Die fragliche ganze Funktion g(z) sei von der Ordnung 2, 4 


sei endlich, 2 >0, d. h. |g (z)|< AcBHI***, «0,4 >0,B>0,¢,4,B 
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Konstanten, Es sei ferner lim g(z) = a, wenn z langs eines Halbstrahls 
und lim g(z) = 6+ a, wenn z langs eines anderen Halbstrahls (beide 
vom 0-Punkt auslaufend), ins Unendliche geht. Der Winkel zwischen 
den beiden Halbstrahlen sei y. Es folgt aus III 330 [y = 6 — «], daB, 
wenn (4 + «) y <a ist, g(z) im Winkelgebiet zwischen den beiden Halb- 
strahlen beschrankt bleibt. Nach III 340 miiBte aber dann a = 5 sein: 
Widerspruch. Es ist also (A+ ¢«) y= a fiir beliebige positive «. D. h. 


Ay=n, a tes . Laut Voraussetzung gibt es mindestens ein y mit y < Sa 
n 
d.h. 4 => —. [Weitergehendes bei T. Carleman, Ark. for Mat., Astron. 


och Fys. ae 15, Nr. 10, 1920.] 


193. [Vgl. F. Iversen, Thése, Helsingfors 1914.] Es sei g(z) die 
gegebene ganze Funktion, z~'[g(z) — g(0)] = h(z) sei keine Konstante. 
Man bezeichne mit @ ein zusammenhangendes Gebiet, in dessen end- 
lichen Randpunkten | A(z) |= 4 und in dessen Innern |h(z)|>41 gilt. 
Der Punkt z = oo gehért zur Begrenzung von & [III 338]. Langs einer 
Linie, die in z = co miindet und in @ oder am Rande von © verlauft, ist 


| g(z) | =| A(z) | —|g(0)|=|2|—|g) |. 
194. Es sei m die Anzahl der Nullstellen von g(z) — a; man be- 
P(g) ag. 
zn der ganzen 


g (2) — 
z-Ebene regular und nachher das Polynom héchstens m*'** Grades Q (2) 


so, daB auch Bul 
4 
mts. (ae —a — 2) s) 


stimme das Polynom m‘*" Grades P(z) so, daB 


in der ganzen z-Ebene regular ist. Es gibt also [193] eine stetige, ins 
Unendliche laufende Kurve, langs welcher in geniigender Entfernung 


P (z) 


| g(z)—a 
Daselbst ist |Q(z)|<A|z|", |P(2)|<Blz|", A und B positive Kon- 
stanten, also 
| P(e) ie 
g(z)—a g(z) —@ 
195. Carleman.] Es sei |f(z)|<<M im Ringgebiet O<|z|<1. 
Ist |z,|= 4, so ergibt sich nach Cauchy 
{ (%) | _- M 
nt | ay” 


| ian s, 


|z|—A 


Pat Esl"; B 
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Da {@) (z) als. beschrdnkt vorausgesetzt wurde, gilt [III 337] 
|) (z)|<n!2"M im Ringgebiet 0<|z|= 3 

also insbesondere fiir z=}. Folglich ist 


je) =10)4 WM e—pt + Oe prt 


konvergent fiir |z— |<, also in einer den Punkt z= 0 bedecken- 
den Kreisscheibe. : 


196. Es sei - vw, +0, v=s4, 2, 354%a0- und 


co 


s)= J [ (1-2). 8@=J [14 9) Mte= et). )=8(—), 


dann ist offenbar fir |z| = 7 
m * (r) =: |g(2)| = M*(). 


Wir versetzen uns in den ungiinstigsten Fall und verlieren folglich 
nichts an Allgemeinheit, wenn wir annehmen, daB alle Nullstellen von 
g(z) reell und negativ sind, d. h. 


co 


g (2) =T[ +s i 


v=1 


Die Behauptung lautet dann: Es ist fiir alle geniigend groBen 7: g(r) <e** 
und fiir beliebig groBe 7: |g (— 7)|>e-*", wo « eine gegebene positive 
Zahl ist. Die erste Ungleichung erledigt man wie in Lésung 58 den 
Fall 21. Um die zweite zu beweisen, wende man auf g(z)g (— 2) 
als Funktion von z* den Satz III 332 an. Es ist fiir beliebig groBe 7 


le(rye(—ni St, ‘le(—n|> to 


4 
g (7) 

197. [A. Wiman, Ark. for Mat., Astron. och Fys. Bd. 2, Nr. 14, 
1905; vgl. E. Lindeléf, Palermo Rend. Bd. 25, S. 228, 1908.] Wir setzen 
voraus, daB die Nullstellen der fraglichen ganzen Funktion g(z), die 
nach Hadamard (vgl. S.9) von Geschlecht Null sein muB, reell und 
negativ sind [Lésung 196] und betrachten die Funktion g(z)e-**~* im 
Winkelraum —x1<9< +., in dem sie analytisch ist: sie ist stetig 
fir —x=0=-+ x und nimmt auf der positiven reellen Achse beliebig 
groBe Werte an [Voraussetzung beziiglich M(r)]. Ware sie beschrankt 
auf der reellen negativen Achse, z. B. stets <1, so ware sie iiberhaupt 
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beschrankt [III 332]; das ist sie nicht, wie eben cet also mu fir 
gewisse beliebig groBe Werte von 7 


m(r)e-"** cos zt (A—«) e(— ry e-(-n*-*| 4 


sein, w. z. b. w. 


198. (Ch. H. Miintz; vgl. Math. Abhd., H. A. Schwarz gewidmet, 
S. 303—312: Berlin: J. Springer 1914. T. Carleman, Ark. fdr Mat., 
Astron. och Fys. Bd. 17, Nr. 9, S. 15, 1923.] Das Integral 


[Eni dt = f(2) 


0 


konvergiert, wenn z in der Halbebene Rz> — 1 liegt, und daselbst 
ist /(z) analytisch. acy Rz=0 ist das Integral eigentlich und | (z) | 


beschrankt, | f(z)|= : |h(é)| dé. Gibt ee) Grenadiers ele Aes Grex t 


sind, dann haben sie einen Haufungspunkt auf der Strecke O<7=<1, 
und es ist /(z) identisch =0; sind alle 4, mit Ausnahme endlich 


vieler =1, so folgt aus der Divergenz von >'A;1 ebenfalls, daB f(z) 
n=1 


_identisch = 0 ist [III 298]. Auf alle Falle ist. f(n ade i"h 
nm =0,1,2,... [II 139]. 
199. [T. Carleman.] Die Funktion / g(zt) h(t) dt ist ganz und von 


der Ordnung =/, also ist laut ferns ac auch 


ganz und von der Ordnung <4. Es sei M (r) das Maximum von | g(z) | 

auf der Kreislinie |z|=7. Das Minimum von |y(z)| auf. der Kreis- 

M(«7r) 

M(r) 0 

liebig nahe an 1, konvergiert algo fiir yoo gegen 0 [24], obwohl es 

[vgl. 197] unbeschrankt sein sollte. Also ist y(z) eine Konstante, und 
1 


linie |[z| = 7 ist < fla lat [ \me|at, wo 0<a<1, a be- 


zwar gleich 0. Folglich sind simtliche Koeffizienten von [ g(zt) h(t) dt 
6 


: 
gleich 0, also nach Voraussetzung [i"h(#) dt = 0, n=0,1,2,.... [11 139.] 
i 0 
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Lee) 


200. [7. Carleman.] Es sei g(z) = | | ( ~ 4, , Ww, + O (es ge- 


v=1 


= 2 
niigt diesen Fall zu untersuchen). Dann ist | g(iy)/? = l | (1 + a : 


v= 


Aus dieser Formel folgt lim level =0Q, wenn 0<a<1, & fest 
y> oo 
ist [24]. Daher strebt die Funktion 
u! 
[g(zt) h(t) dt 
(0) 


WA WA) |) fs Ss 
y (2) oe) 7 
gegen 0 langs der positiven und negativen imaginaren Achse. Sie ist 
ferner ganz laut Voraussetzung. Auf allen geniigend groBen Kreisen 
|z| =, ist | g(z)|<e*" und auf beliebig groBen ist | g(z) | >e-*" [196]. 

4 3tia 


Ferner ist ane ee ae pee! |>e~-* fiir alle geniigend groBen 


ry. Es ist namlich 
= rcos29 . x4 : 
=[J(1- w +)et, 


a ial ov Vv 


RS 
wenn ?) = a? 


Man wende III 325, leicht modifiziert, auf die Funktion y(z) in 
den beiden Halbebenen iz=0O und Rz=0 an. Voraussetzung 1. ist 
im Sinne von III 323 zu erweitern. An Stelle des Strahles = 0 tritt 
30 

re 
| y(z) Ea in der ganzen Ebene, somit y(z)=konst., y(z)=0. Also 


jetzt # = bzw. [Endbemerkung in Lésung III 325]. Es folgt 


ist | t" h(t) dt = 0, wenn g(z ay a,2z” und a, 20 ist. Weil aber die 
n=0 


TAK reell sind, so ist von @,, @,,, mindestens eines von 0 verschie- 
den [V 166]. Endlich ist 198 anzuwenden. 

201. [S. Bernstein, C. R. Bd. 176, S. 1603—1605, 1923.] Es folgt 
aus |a@,|<K @”, daB 


Fels Sele eon 
n=0 


n! 


Die Funktion F(z) c’?? erfullt analoge Bedingungen, wie die in III 322 


erwahnten, in den beiden Winkelraumen O=n0= Zi na =0-<a, denn 


es ist (%, y reell, y > 0) 2. 
|F(x)eiez|M, |Fliy)eevleK. 
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Betrachtet man noch F (z)e~*¢? in der unteren Halbebene, so findet 
man auf Grund von III 322 in der ganzen Ebene 


| F(x +iy)|SLeelvl, 


wo L = Max(M,K). Es folgt [III 165] fir reelles x 


*) F’(x) |= o F (x) cosox Pale nF | 
( sin ox | sin? 0x =. (ox — na)? | 


rite Nl Cal dah om >) _ ol F(x) )cosox| + 0M 
ox—nn)? 


sin? 0x sin? 0 x 


‘ \ 


mw ( 


| 
Hieraus schlieBt man zunachst P(e) | =oM. Nun kann man den 


Beweis auch auf F (: + %*, — = anwenden, x, reelle Konstante, da 


JF(e+ % = | 9d wate raya hoe Gilt in (*) das Zeichen =, so ist 
d (Fe = oA 


dz\sinoz sin?0 z° 


(—1)"F(na) = A (unabhangig von n) und — 


202. F’(z) ist von derselben Natur wie F(z). Durch sukzessive An- 
wendung von 201 folgt fiir alle reelle Werte von x 
|\F'(x)|= Mo, |F"()|SMe’,...,- | FO (x) |S Mo", 
also 


| F(x + zy) | 2 LE yp emain, 
n=0 


203. Die Bedingungen von III 166 sind erfillt [Lésung 201]. Es 


-. 3 4 
ist also fiir reelles z, elz|<>, 


=>) Z sin 02 = o|2| 

is ANCE? — ((n+4)x aoe 20z cos oz 20|2|cosez 

(ar B= 0 ist of) _ = G’(0), == ee AZ setzen.} Gilt hier das Zei- 
Q 

chen =, an (= 1)"G (+2) — CM cya t= "0, 172,.0 20, 


Fir @|2|= ae — ist die fragliche Ungleichung (sogar mit <) trivial: 
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204. Anwendung von 203 auf 


ay econ!) eee 


Z reell, liefert 201. (Vgl. VI 82.) 
205. Es seid <u <2A. Die Funktion /(z) e’2" ist beschrankt auf den 


beiden Halbstrahlen arcz =O und arcz = ae folglich [III 330] auch 
in dem dazwischen liegenden Winkelraum von der Offnung a < oT = 


Man findet, daB die Funktion /(z) (sinz)~! beschrankt ist auf den beiden 


Halbstrahlen arcz—=—~ und arcz=— , ferner auf denjenigen 
2h 2 
Bégen der Kreise | z|" = (7 + 4)”, m =1, 2,3,..., die in dem Winkel- 


‘raum — <arez< 7 verlaufen. Folglich ist 
2 ft 2 3 


i bpafe dt. 4 PAG ae ee 
Qnit singe (C— 2)? dz (2) 1 ea re x si «) : 


das Integral langs des Randes des unendlichen Sektors — = = arez < a ; 
bb 


i 
|z|>@ im positiven Sinne erstreckt, wo O<o<a" ist. Da die 
1 


Reihe Sao konvergiert und /(x) fiir x >0 beschrankt ist, findet 


n=) 
man auf Grund von 1182,daf} f’(+)—O(x"-1), wenn x die Inter- 
1 


1 
valle (a +4)a)*<xa((n71—4)a)", n=1,2,3,...  durch- 
laufend ins Unendliche strebt. Mit Hilfe einer analogen Formel, worin 
sinz“ mit cosz" vertauscht wird, zeigt man, dab f’(1) = O (#"-1) auch 
in den wibrigen Intervallen. 


Finfter Abschnitt. 
Die Lage der Nullstellen. 


1. [Beziiglich des ganzen Kapitels vgl. Laguerre, Oeuvres, Bd. 1. 
Paris: Gauthier-Villars 1898.] Klar. 
; 2. Man betrachte das Wegstreichen eines Gliedés Ay, be O und nehme 
z. B. den Fall an, daB 


Qu-k = 0, Gu —k+1 => = Oy = G1 = + = Qu+t-1 = 0, But] +0 
ist. Die Folge a, a,..., @-1, G41, ... hat zwei Zeichenwechsel 
weniger als die Folge a), 4, ..., @-1, Qu, Qyx1, .:., WENN 

S84, 4 ="— SE ae = SZa,,4j 


und ebensoviel Zeichenwechsel bei den iibrigen Konstellationen der 
Zeichen, Im Falle, daB a, das erste oder das letzte nicht verschwin- 
dende Glied ist, geht mit ihm ein oder kein Zeichenwechsel der Folge 
verloren. 


3.. Diebeiden .Folgen 54 95:@j,246!.,. Gus Au¥i, +. Und Ao Ae ..., 
@,, b, @.41, ... haben gleichviel Zeichenwechsel in den folgenden drei 
Fallen: 1.b=0, 2. sgb=sga,, 3. sgb =sga,+,: Klar! 

Ae Uy, Ay + Ay, Ay, A + Ay, Ag, Ay + Ag, ..., Any Ay + Buti, Qutis --- 
hat ebensoviel Zeichenwechsel wie a), @,,@,...,@y,..., daa, + Ay41 =6 


gesetzt, einer von den drei in Lésung 3 erwadhnten Fallen eintreten 
muB. Man beachte 2. 

5. [A. Hurwitz.] Die Anzahl der Zeichenwechsel nimmt nie zu, 
wenn wir die Folgen 


4, a, >, Gz, sey a, Q+y woe 
4, a+ a4, ay xi Ao, a, + as, ce) a 4+ 4, a + Qt as 6a. 
Ay, G+, Apt 20, + ay, + 2a, +43, -.., UY yt 2+ ayy... 


Ay, Ay t+ A, Ay + 24, + ay, Ay + 34, + 34, + Gs, .. 


von oben nach unten durchmustern. [Lésung 4.] Nun stimmt aber die 
n*® so konstruierte Folge mit der zu erreichenden in ihren m ersten 
Gliedern iiberein: dieselben kénnen also nicht mehr als W Zeichen- 
wechsel aufweisen; » ist beliebig, und so. folgt w. z. b. w. 
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6. Klar, auch im Falle mehrfacher Nullstellen. 

Contniate 

8. Da f(x) analytisch ist, enthalt das Intervall a, 6 nur endlich 
viele Nullstellen. Beim Uberschreiten einer Nullstelle andert sich das 
Vorzeichen von (x) oder nicht, je nachdem die betreffende Nullstelle 
von ungerader oder gerader Vielfachheit ist. 

9. Klar. Vel. 8. 

10. Es sei « >0, ¢ geniigend klein; 


fate =f(a +e)—f(a)=ef(at+a), O<a<e, 
—fo—2 =f/0@)—f@—4) =ef6—H), OM axe. 


Aus sgf(a+ «)=sgf(b —«) +0 folgt sgf(a+e,) = — sgf'(b — é5) + 0. 
Man wende 8 auf /(x) im Intervall a+ <«,, b—«, an. — Die gegebene 
Fassung des Rolleschen Satzes sagt iiber eine engere Funktionenklasse 
Praziseres aus, als die in der Differentialrechnung iibliche. 

11. Nach Voraussetzung ist 


SE 4j414 = SE (441 — 4), SOA = SE (Mp4 1 — %)- 


Aus sg a+) = — S844, +0 folgt sg (a;,, — a) = — sg (ap,1 — %) +0. 
Man wende. 9 auf die Folge der Differenzen an. 

12. «) Wenn f(x) im Punkte x = x, eine N-fache Nullstelle hat, 
N>O0, dann besitzt f(x) daselbst eine (N — 1)-fache Nullstelle. Dies 
fiir den Fall, daB das Intervall sich auf einen Punkt reduziert. — 
B) Wenn a< 6, seien die Punkte, in denen /(x) verschwindet, x,, x», 
vey Hy ASHy << %Q< +++ <%=b. Das abgeschlossene Intervall x, <*=~x, 
teilen wir in folgende / Teile ein: Der Punkt x, und die halb offenen 
Intervalle 4, <i % = x2, «43< 4 x,) 122,042 |S = oy. Beim bers 
gang von f(x) zu f(x) geht im Punkt x, eine Nullstelle verloren [Fall «)], 
im halb offenen Intervall %,< * =<», keine [10 und Fall «)]; ahnlich 
fiir die ibrigen halb offenen Intervalle. 

13. Die fraglichen Wechselstellen bezeichnen wir mit », +1, 


Yeti, ....%wt1,0S% << <-+--<ypsn—1. Jede der W —1 
Teilfolgen | 
ay 41 hei ay, ’ Ay, +2 — Ay, +1 9) ‘alavary ay, +1 =e a), 5 
Ay, +1 ay,» Ay, +2 ay,+1> , ay,4+1 — &,» 
Ay y+ a Gy > Byy_ +2 eet ayy ait: Looms oars By yt oe ayy 


enthalt mindestens einen Zeichenwechsel [11]. 
14. Es sei sg/(a) = sg/(a)+0. Die Punkte, in denen f(x) ver- 


schwindet, seien %,, %, ..., %, @<%<%<---<%<b. Wir 
teilen das Intervall a<.%<~-, in die Teilintervalle 


AL KEM» My SM She, 62, My HER, 
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ein. Es sei e >0, « geniigend klein. Aus 
—fim—)=f(y)—f—)=ef—n), 0<n<e 
folgt nach Voraussetzung | 
sg f(a) = sg f(a) = sgf (x, — e) = —sgf'(% -- 4) +0, 


also hat /’(x) mindestens eine Nullstelle zwischen a und x, — 7 [8]. 
Betreffs des Punktes x, und der anderen Teilintervalle vgl. Losung 12. 
Man beweist ahnlich: Wenn sg/(b) = — sg/‘(b) + 0 ist, so kommt im 
Intervall x,;<.x < 6 noch eine Nullstelle von /(x) hinzu. 


15. Wir behalten die Bezeichnungen von 13 bei. AuBer den dort 
angefiihrten W — 1 Teilfolgen enthalten die beiden folgenden Teilfolgen 


&, A — 4, mens) Ay.cey —- Gy, 


Ayy+l — By y > Ay y +2 — Byytt , +22, Gn —Qn_-y; “— Un, 


noch je einen Zeichenwechsel. Denn ist a, das erste nichtverschwindende 
Glied der ersten Folge, dann ist OX a= »,, Sg (a, — 4x-1) = SQ aq 
= —sga,.41= —S$g(a,,+1 — @,); man wende 9 an. Ahnlich bei der 
zweitangefiihrten Teilfolge. 


16. Im Falle unendlich vieler Nullstellen ist die Behauptung 
klar [10]. — Es sei x, die letzte Nullstelle von f(x). Im Intervalle 
a=x=x, hat f(x) hdchstens eine Nullstelle weniger als f(x) [12]. 


Da limf(x) = If (x) dx =0 ist, kann /’(x) im Intervalle %,><%< oo 
a> co Zl 


nicht von konstantem Vorzeichen sein. 


17. Im Falle unendlich vieler Wechselstellen ist die Behauptung 
klar [11]. Es soll die Folge a, a, a,,... W Zeichenwechsel ent- 
halten, 1 -+1 sei die letzte Wechselstelle. Die Folge 


Ay, &— Ay, «2-5 Ay +1 — Gy 
enthalt mindestens W Zeichenwechsel [Lésung 13, 15]. Ferner ist 
SEQ, 41 = SE (Gry+1 — Ay) + O- 
Da die unendliche Reihe 
By + (Gry+2 — Bry4i) + (Ary+3 — , 42) +17 = 0 


ist, kénnen ihre von Null verschiedenen Glieder nicht samtlich dasselbe 
Vorzeichen haben. 

: 18. Man wende 12 bzw. 16 auf die Funktion c**/(x) an [6], die 
Derivierte ist c**[a f(x) + f(x)]. 
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19. Man betrachte die Folgen: 


Ay, Y, as, were. ine 

Oana ANXP soon Up oek 

Unwed, Ot as, Gg Oh ee, agi Oe poe, 
Ugh; Ady X= Ags) Gee - = ay, ) AS Pa ee eau 


Man vgl. 7, dann Lésung 15 und 17, dann wieder 7. 
20. ji f(x) dx -= F(x) gesetzt, sind F(x) und F’(x) =f(x) in der 


rechten Nachbarcaledt von x = 0 von gleichem Vorzeichen. [14.] 

21. Man setze a, +4,+---+4,=A,, n=0,1,2,... und wende 
die erste Halfte von 19 mit «=1 auf die Folge A,, A,, Ag,. 
A areal 


22. Klar. 


woe 


23. Die stetige Kurve y = / /(x)dx besteht aus Z + 1 monotonen 
0 


Ziigen. Der erste Zug beginnt im Punkte x = 0, y = 0 und verursacht 
keine Zeichenanderung; jeder der iibrigen Z Ziige kann héchstens ein- 
mal von der einen Seite der x-Achse auf die andere dringen. (Genauere 
Fassung leicht.) Wenn /(x) analytisch, vgl. noch 20, 24. 

24. Das Intervall sel a<x< 6b. Nimmt man /(x) analytisch an, 
so gibt es ein «,e>0, so daB f(x)+0 fir axx<a+e und 
b—e<x<b [8, 22]. 

25. Vel. 10, 24. 

ee) : 

26. f(x) = Olx)’ wobei Q(x) = (% — a,) (% — a) --- (« — a,) und 
P(x) ein reelles Polynom vom Grade <n —1_ bedeutet. 

1. Wenn ¢>.0, « geniigend klein, ist sg/(a,-+ «) = +1, 
sg/(@, — «) =--1, folglich hat f(x), also P(x) eine Nullstelle im 
Intervall a,<x* <a, [8]. Ahnlicherweise kann man insgesamt » — 2 
Nullstellen von P(x) nachweisen (fiir a,< x < ay, My <% <dg,.., 
An -3<% <a,_,); die noch eventuell iibrigbleibende einzige Nullstelle 
kann nicht imaginér sein, denn die imagindren Nullstellen reeller 
Polynome treten paarweise auf. 

2. Man zeigt wie unter 1., daB f(x) in den n 3 Intervallen 
(41, 4), (Aa, 4s), ++ (Ae 2, Me a) (Aer, Ae4e)s+--» (Qu-1, Gm) je eine 
Nullstelle haben mul. Ist ¢ geniigend klein, w geniigend groB, «> 0, 
w>0O, so ist 


sgf(— w) = —sgf(a, — «) = sgf(a, + 2) = —sgf(w) = +1; 


somit existiert auch im Innern von — oo, a, und a,, +00 je eine Null- 
stelle [8]. 
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Teed OL i(=) <o, jesse j(7*7\ = 0. 


Folglich [8] hat f(x) 2m reelle Nullstellen im Streifen 0< Rx < 22: 
andere Nullstellen besitzt /(x) daselbst nicht [VI 14]. 

28. Vel. 7. 

29. Es sei a) =a, =--- =a@,_1=0, @, +0; mit a,x* und a,x! 
bezeichnen wir zwei solche Glieder, daB 


a +0, A444 = BigH=o-+ = 4_-1=0, a4 +0, 


P(x). = 2, 8 --  SP a, ¥* 4 aj Pw oe 


Es muB « als ein spezieller Wert von k aufgefaBt werden. Wenn 1 — k 
ungerade ist, dann steuert das Paar a,.x* + a,x! entweder zu W+ oder 
zu W~ eine Einheit bei. Wenn /— gerade ist, so erhalten von a,x*+ a,x! 
entweder beide GrdBen W+ und W~- je eine Einheit, oder keine von 
den beiden erhalt etwas. Hieraus folgt, a, + 0 angenommen, 


(n — a) —(W+ +W-) = S7(L—k —1) 4 S28 — k— (1 — sea, a). 


+" ist erstreckt iiber die ungeraden ]—k, 2” iiber die geraden: es 
ist ndmlich »— «=! (1—k) +2" (1—k). Sowohl in 5? wie in 
ist jedes Glied =>0. 

30. Man setze ax fiir x [28] und wende 15 an. 

31. [G. Pélya, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 23, S.22, 1914.] 
Aus 19 folgt noch etwas mehr: zum zweiten Teil genigt statt Kon- 


vergenz von > a," schon lima,o"=0. 
n=0 N—> co 


32. Fiir « =1 folgt es aus 4. Vel. 28. 

33. Identisch mit 21. Auch aus 31. 

34. [Laguerre, a.a.O.1, S. 22. Der Beweis ist liickenhaft.] Fiir 
«= 1 aus 5 [28]. 

35. Wenn unter den Zahlen 4), 4,, @,..., @, nur eine, etwa a,, von 
Null verschieden ist, so handelt es sich um das Produkt 


Se ae eae (142454) (tet oe), 


das ausmultipliziert offenbar keinen Zeichenwechsel aufweist. Nehmen 
wir den Satz als bewiesen fiir alle Zahlenfolgen an, die ein nicht ver- 
schwindendes Glied weniger enthalten als die vorgelegte a), a), 42, ..., An- 
Es sei a, das erste nicht verschwindende Glied, 0<« <m; man setze 


Gx 41% tsp ak wi. Ax 9X" aye a 3 
Pati— % (Pa+1 — x) ( (Pa+2— a. mo "Our 9) 22 (pa %) 
=0+ Byx-+ By +: 


Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsatze IT. 15 


US Segre 
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Man bezeichne die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge 


ON Os ee es anal sae en a 
Ode Cah eee Sela mt ratihoee <u oe 
igs SEER BS ipa” Ql mit’ KA} 
Oem ee A pO: mit {BY}. 


Nach Annahme der vollstandigen Induktion ist 
{BY <{b). 


Es sei ag das erste nicht verschwindende Glied der Folge 0, 4,41, 
Qo eee ne LATING ISE 


1 — SE a, ap 
(a) Oy 
Das erste nicht verschwindende Glied von 0, B,,B,,... besitzt das 


Vorzeichen von ag. Daher ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Folge 

: 1 — sg ay 

CEE oS SR NSP Ne gleich {BY + a oan , 


Nun ist 


(Ay + 4% + A, x? +--+) (py — *) (be — ¥) +++ (Da — 4) 
= x" (dg + Bix + Byx?4+---), 
folglich [31] 


yet ees 


Aus den drei angeschriebenen Relationen folgt {A} = {a}, w.z. b. w. 

36. Es seien 1, &, ..., &y die positiven Nullstellen von P(x) 
= 4) +4,%+:-++ a,x". Dann ist P(x) =Q(x) (a, —x)(%,—%)---(ay—x), 
wo Q(x) ein Polynom (m — N)*" Grades mit reellen Koeffizienten be- 
deutet. Die Anzahl der Zeichenwechsel von Q(x) ist =O, die von 
Q(x) («, —*) ist 21 [80], die von Q(x) (a, — x) (x, —-x) ist =2, . 
die von Q(x) («, — x) (a, — 4%)... (ay-— x) ist =N, w. z. b. w. 

37. Es sei a,, der erste, a,, der letzte nichtverschwindende K oeffizient 
von P(x), «=m (nur «< w interessant), O<&< 0,5 0g=::-< ty 
<X<oo. Wenn & geniigend nahe an 0 und X an o ist, dann wird 
‘ersichtlich, daB 


sg P(f) =sga,, sg P(X) =sga, [8, 9]. 


Es folgt im Verein mit 36: Wenn W=1, ist auch N=1; dies ist 
_ auch direkt leicht zu sehen [III 16]. 
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38. [Laguerre, a.a.O.1, S.5.] Wenn W endlich ist (nur dieser 
Fall hat hier Interesse), sind alle nicht verschwindenden Koeffizienten 
von einem gewissen a» an von gleichem Vorzeichen; folglich ver- 
schwindet die w‘* Ableitung der Potenzreihe fiir 0 <x <  iiberhaupt 
nicht; also hat daselbst die Potenzreihe nur endlich viele positive Null- 
stellen [12]; man bezeichne sie mit &1, %, ---, Xy. Die Potenzreihe 


Gy +4, % + a,x* + --- 


(%, — x) (%,— x)... (ay — x) 


= by bbyx thax +... 


ist im Konvergenzkreise von a,-+ a,x + a,x*-+--- regular, folglich 
daselbst konvergent [Hurwitz-Courant, S.49, S. 266]. Die Anzahl der 
Zeichenwechsel von 6,-+.6,*% + b,x7-+.--- ist =O; nun folgt der 
Satz ahnlich aus dem zweiten Fall von 31, wie 36 aus 30. 

39. Der Konvergenzradius ist =1. Die Potenzreihe hat den Wert 2 
fiir x = 0 und den Wert 2 — (1 — 4) — ( — 3) — --- =1 fiir x = 1. Die 
Anzahl der Nullstellen im Intervalle 0< x <1 ist somit gerade [8], 
andererseits ist sie =1 [38], folglich = 0. Man sieht auch direkt, daB 
fiir komplexes z, |z|< 1, 

Z a (Zim lee 4 4 


EE —— ys pape anf Ses oy ey eee 
M42 Wi 233 SeiituZeves aT ee 


Per 


40. Es sei a, der erste nicht verschwindende Koeffizient und w 
die letzte Wechselstelle. Es ist 
lim %~% (a4) + a,% + a,x* +--+) = ag, 
z>0 
lim (a4, + a,x + a,x? + ---) =+00-sga, (8, 9]. 
z>eo-0 
41. [C. Runge, vgl.a.a.O.31,S.25.] Den Fall der Nullstellen < &, | 
fiihrt man mittels Vertauschung von x mit —x auf den Fall der Null- 
stellen > &,, zuriick, und letzteren Fall mittels Vertauschung von x mit 
«+ konst. auf denjenigen Spezialfall, in dem £,>0 ist. In diesem 
Spezialfall setze man 


Ay + ay (x — &y) + ate (% — &) (% — 2) + +++ + Gn (% — 81) (% — 8) .- - (% $n) 
(x — &,) (% — &) .. (% — Sn) 


Beha Set nies) 1 ! 
= A, + E =r are TEE Sa eee ee ‘he 4 
e704 E&, «/\, % oo 
yd ae 


_die Potenzreihe konvergiert fiir x > &, und besitzt alle die fraglichen 
Nullstellen, deren Anzahl < ist als die Anzah] der Zeichenwechsel der 
15* 
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Folge Ay, A;, Az, .-- [38], welch’ letztere #< ist als die Anzahl der 
Zeichenwechsel der Folge a), 4, 4, ---» 4-1» & [85, 6, 7], w.z. b. w. 
DaB die Differenz zwischen den beiden Anzahlen nicht ungerade sein 
kann, beweist man wie in 37. 

42. Bezeichnungen wie in 38, 40. Far die Potenzreihe 


Lae be x” ‘ 
NGO Pew Wap imraey ee eebatier Sy 


(1 — 2) (4 —2) A 
4! 


n gnrtl 


Al CoRGpamayt 


ist W=1, somit N=1 [38], ferner 0 =o, somit 1— N gerade [40], 

folglich 1 —N=0. Es sei x, die einzige positive Nullstelle von /,(x). 

Wenn x die Stelle x, passiert, dndert sich sg/,(x) von +1 in —1 

[Lésung 40]; folglich ist, wenn f,(a) > 0, auch x, — a> 0. Nun ist bei 

festem a: lim /,(a) = (1—A) e%, woraus (a beliebig!) lim x, = °% folgt. 
n->oo 5 


n> co 
Endlich ist 


ilar 4) 


x” n 


i x 
fn(%n—1) = fa-a(n—3) + 25> = P-1>0,.d.h. %_ > 4n-1- 


43. %-5(e?—1) hat ein Minimum und kein Maximum, da 


<1 (5 — 2) 2" 


d . / ( 
esas = 6 (pe) 22 pee a FG} eo . \ nt. Silmes6 
qa [~~ 5 (e* — 1)] %~8(5e* — 5 — xe") x ps ry 
n= 
und diese Reihe nur eine Wechselstelle besitzt, namlich » = 6 [38, 40]. 
(Plancksches Strahlungsgesetz.) 
44. Die fraglichen Nullstellen gehéren auch der Reihe 


(1 — 2) ~ 3 (dq + ay % + dy 4? +++) = ay + (Ay + ay) % + (ay + ay + ay) 22 + --- 


an [38]. 

45. [Vel. M. Fekete, Palermo Rend. Bd. 34, S. 89, 1912.] Das 
Polynom hat % = 4 zur Nullstelle und. ergibt mit (4 — x)~? multipliziert 
eine Potenzreihe ohne negative Koeffizienten. 

46. [G. Pélya, Deutsche Math.-Ver. Bd. 28, S. 37, 1919.] 


gesetzt, findet man, daB 


(4 — x)~2 f(x) se Hitt we yt — 485 1. 7 766 = 14 87 + ee 
+ 163 4161 + 163 4162(4 — )-1 


zwei Wechselstellen aufweist. Die Anzahl der Nullstellen im Inter- 
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vall 0<x% <1 ist also =O oder =2 [38, 40]; sie ist tatsachlich = 2, 
da fir0<x<1 


10 
x~* f(x) = > ie)” 1 x10 _ ll __ 12 fe ylB Yo ld 1 gl 4 


163 
y 
vy-1 16 =. a 
< >'(5)= “+ #16 (4. x) 7), 
und die rechte Seite ist = — 0,00995 ..., wenn x = 0,7. 


47. Die Anzahl der negativen Nullstellen sei N~, die der posi- 
tiven N*, also »= N--+ a+ N* mit der Bezeichnung von soe 29. 
Es ist (Boake 29) 


n—(W-+0%+W*)=(N-—W-)+(N+—W+)=0 


und [36] 
N- — WW 205" N*—WeSso, 
also 
N-—W-=0, N+—Wt=0, ow. zb.w. 


48. Wiirde die Determinante verschwinden, so k6nnte man eine nicht 
identisch verschwindende Lésung des zugehérigen homogenen Systems, 
d.h. # reelle Zahlen c,, c,, ..., C, finden, ?+c3+---+ce2>0, 
so daB das Polynom 


CX"! + Cg %" + --- + Cy x" 


fiir % = 1, &, ..., &, verschwindet: Widerspruch zu 36! Denn die 
Koeffizientenfolge enthalt nicht mehr als 1 von 0 verschiedene Glieder, 
kann also nicht » Zeichenwechsel besitzen und um so weniger das_ 
Polynom 1 positive Nullstellen «,, &, ..., &%, haben. Die Deter- 
minante ist also + 0; sie ist >0O, wenn ~=1; nehmen wir an, sie 
ist >0O, wenn sie nm —1 Zeilen hat und betrachten wir a, als ver- 
anderlich. Wenn &, von %,-, bis + co wachst, ist die Determinante 
+ Q, hat also konstantes Vorzeichen; letzteres stellt sich fiir «, > ++ co 
als das eines gleich gebauten Minors (m — 1)‘** Ordnung, also = + 1 
heraus. 

49. Die Anzahl der reellen Nullstellen ist nach 36, mit der Be- 
zeichnung von Lésung 29: <W-+a«-+W*, also die der imaginaren 
>n—(W- +a+Wt) = ST(1—k—1) +2" [(l—k— (1 —sgaza)]. 
Wenn a, +0, @&41.= +2 = -** = Gem = 0, SO ist das entsprechende 
k und / so beschaffen, daB J — k entweder ungerade, =>2m -+ 1, oder 
gerade, >2m-+ 2 ausfallt. 

50. [Laguerre, a. a. O. 1, S. 111.] 


P(x) (1 Eby + bya? Hoe» + Dyn 2”) = 1 — Bama MHL os 
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der Ausdruck rechts ist keine Konstante, da P(x) es nicht ist, folglich ein 
Polynom, das sicher 2m imaginare Nullstellen hat [49]; diese miissen 
nach Voraussetzung samtlich dem Faktor 1 + bx + bx? + +» + bgmx?™ 
zur Last gelegt werden. 

51. []. Grommer, J. fiir Math. Bd. 144, S. 130—131, 1914.] Ist 
P(%) = (4 — x) (1 — %%)... (1 — %p%) , Soist {ho Deg =O (ha hae Oe 
Ware bem <0, so hatte 1+ b,x + byx? + --- + Domx?™ nicht oa ima- 
gindre Nullstellen. 

52. Erster Beweis. Aus der Darstellung durch die Nullstellen 
von P(x) evident [51]. 

Zweiter Beweis. Man nehme zur Vereinfachung 


P(x) = (% — ay) (% — ay) +++ (% — a) mit O< ayy ei ee ace 
an. Dann ist [VI, § 9] 


n k 
Pa) a, 
i rE (roe Oe B= > Pe)” 


Man betrachte das Polynom #'* Grades, p=n, 


et UE: P(x) 


— = 7%P — n—1 oa : 
x Ss Panna x? — Boat? NER ED: 
L,(%) verschwindet fiir «= 4@,, 4, bo a,, hat also [86] mindestens | 


n Zeichenwechsel. Die Anzahl seiner Koeffizienten ist jedoch <n +1, 
folglich ist B, >0. 

53. Sint der Grad, die Anzahl der reellen und die der imaginaren 
Nullstellen bzw. =n, 7, n—yr fir das Polynom, so sind dieselben 
GréBen fiir die Ableitung baw. =n —1, =>r—4 [12], <n —1—(r—1). 

54. Das Polynom sei n‘*" Grades. AuBer den in Lésung 12 nach- 
gewiesenen 2 —1 Nullstellen hat die Ableitung keine weiteren. 

55. (53, 54.] 


56. Setzt man, (1 ++ x?) - 4 = Q,(x) (4 + x?)-"-4, dann ist Q,(x) =1, 
Qy+1(%) = — (2¥ + 1) %0,(%) + (1 +27) Q3(x). Folglich ist Q,(x) ein 


Polynom »*" Grades. Angenommen, Q,(x) habe y reelle voneinander 
verschiedene Nullstellen, so besitzt Q,1(«) zwischen je zwei Nullstellen 
von Q,(x) je eine Nullstelle [10], zwischen — oo und der kleinsten von 
(),(x), ebenso zwischen dessen gréBter und + co noch je eine [16], und 
auBer diesen (vy — 1) + 2 keine weiteren Nullstellen. 

57. Beweisgang wie in 56. Auch direkte Verifikation méglich, da 
die n Wurzeln der Gleichung 

a ke (SA) eee eet 4 
Cer pak Qn Aerencaeaienlaen 


V. Abschn., Lésungen 51—59. 231 


folgende Werte haben: 
cotg cotg os COLe 
2n 5) n doves t 


58. Im Falle von H,,(x) ist der Beweisgang 56 unverdndert, in 
den beiden anderen Fallen wenig verandert zu befolgen [16]. 


Die Funktionen (4 — x?)"; e. ax Cs 
verschwinden fiir x = —4,+1; 0, +c; —oo, +0, 
bzw. von der Ordnung n,n; N, CO; OO, OO. 


59. Der Grad von Q,,(x) ist = n(q — 1) [Rekursionsformel ahnlich 
wie in 56], die Anzahl der positiven Nullstellen sei = #,, die der ver- 
schwindenden =v,. Aus 


n-1 


(4+ 2a)" — is Be ee eo ---) =Q, (x) 


folgt 
fey — 1, 0e=—G— 2; 39-3, ss =O, Wy = 7-1, 


224 
usw. mit der Periodeg. Da ferner, w=e % gesetzt, Q,(wx) = wQ,,(x), 
so entspricht jeder im Innern der positiven reellen Achse gelegenen 
Nullstelle je eine gleich gelegene auf den g—1 iubrigen erwahnten 
Halbstrahlen. Nimmt man den zu beweisenden Satz fiir ein bestimm- 
tes n als richtig an (vollstandige Induktion), so hat man somit 


Un + dpn=n (9 — 1). 


Da die (n—1)*e Ableitung von x/-1(1+ x%)-1 fir x=-+00 ver-. 
schwindet, ist [16] 


Pntiztn, falls v,=0; pape dat 1, vfalls -v,2> 0° 
Auf alle Falle ist : 
Uns1 + UPnt1 = (¢ —1) +9 -A=?,4-9?, + a1, 


ee » wenn v,=0, 
q fut+1, wenn v,>0. 


PnoiS Pat 


Daher sind alle Zeichen < durch < zu ersetzen, 
Unter t+ UPn+1 = (% +4) (¢—1). 


Betreffend die Einfachheit der Nullstellen vgl. 55,56. Abhnlich ist der 
Beweis fiir R,, (x). Die fraglichen g Halbstrahlen sind die Symmetralen 
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bzw. dadurch unter 


; 1 
von zwei benachbarten Polen der Funktion rare 
den iibrigen vom Nullpunkt auslaufenden Halbstrahlen ausgezeichnet, 
daB die Funktion e-*! auf ihnen am schnellsten abnimmt. (Vgl. G. Polya, 
Math. Zeitschr. Bd. 12, S. 38, 1922.) 

60: Der Ubergang von 
ay + a) ax + (3) ax? +--+» + a,x" 
zu 
Ayx" + (7) @,x"~1 -- ie A, x4 1 --5 + ay 
andert die Anzahl der imaginaren Nullstellen nicht, der Ubergang zu 


nN 


at ("4 ‘)aet ("> ‘)aatt tae 


vermehrt sie nicht [53]. 
61. Durch Verscharfung von 60 [vgl. 54] findet man, daB die Polynome _ 


2 = - 
et oamx tm, my xe+2mint+m,..., mrzx®+2me ix +m 


reelle einfache Nullstellen besitzen. Daher ist 


2 2 4 3 2n-2 n— 2) 2 
mM >M,, Mz >MMs,z, ...,. My_y >My, _oM,, 


woraus sukzessiv 
: 4 3 eg a 
mM, > Mz, M2 >M,M3, ..., M_™3" > mai ms 
folgt. 


62. Es handelt sich um die Nullstellen von e7 ae Le P()] 
(6, 16]. 

63. Ohne Verlust an Allgemeinheit kann a, +0 angenommen 
werden. Setzt man 


Uy tA, % Ag? + +++ + Ay X" = Ay(% + Oy) (% + Og)... (% + On), 


so handelt es sich um die Nullstellen von 
d d ad 
a C7 One - E(Xn - On — ep eat erie .6' Rekeeaia (a —%)o__ Oy 
Be aged a disk detec ede ees 


‘Iterierte Anwendung von 62 . 
64. Grenzfall von 63; man beachte III 201 und setze n = 2m, 


a ze a,% % -- Ay x? abs ea | day a= (4 oat >eo fiir mM >. «- 
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65. Auch a,x" + a,x"-1+ ...-+ a, hat nur reelle Nullstellen und 
daher auch [63] 


ax” d2x” \ 
1 (an2" + yy + m-2 798 +] 
Sete ait — @a- n-1 = 3S ns 
a the 1)! <a Pama WB 24 
66. 
a P(x) + 2 P’(x) = 2-941 © [xs P(xy) = — (— x) 4 [(— 2) P(n)] 
ax a%x 


besitzt weder an verschwindenden, noch an positiven, noch an nega- 
tiven Nullstellen weniger als P(x). Denn limx*P(x)=0, wenn 


a <—vn [16] und lim x*P(x) =0, wenn «> ‘ana 

67. iKaagoredtabe: O. 1, S. 200.] 

a(0 + «) + a,(4 + a) %+a,(2+ «)x?+4+---+a,(n + a) x" =0 
hat nicht mehr imagindre Wurzeln als 


& + a,x + a,x? + ---+ a,x" =0 [66]. 


Dies ist der Fall Q(x) = x + a; iterierte Anwendung. 
68. Grenzfall von 67. Man wahle m geniigend groB und setze 


te) = (14 282)" ge, 


69. [Laguerre, Aufgabe; Lésung von G. Pélya, Interméd. des math. 
Bd. 20, S. 127, 1913.] Es sei « reell. Das Polynom 


a yx \™ a yx \" 
hat nur reelle negative Nullstellen, namlich [57] 


Pie) 8 ye ee oe ag clear a ay. 
x= — (Ze), (Fig siailtir (Ft 2m 
Setzt man g = e%, so handelt es sich um den Grenzfall der Gleichung 
4 Q(0) 4-4 Q (1) % + aQ(2) x* + --- -+ a, Q(n)x" = 0 
fiir moo [67, III 201]. | 
70. Ist D(x) =f (x) —a—bx, D(x.) = DO(x.) = D(x.) = 0, 4 < %Q< 43, 
so hat P(x) je eine Nullstelle im Innern der Intervalle 4,<*=<x, 


und *,<* =<%, [10] und folglich 6” (x) = f”(x) eine Zeichenanderung 
zwischen x, und x, [25]. 
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71. Vorausgesetzt ist, daB 


P(x) = f(x) — ay — a, % — ++» —y_4X"-1, ay, G, ..., Gy, Konstanten, 


n+‘ Nullstellen im Intervalle a<x=<b besitzt. Durch n-malige An- 
wendung von 10 folgt die Existenz eines inneren Punktes ¢, in dem 
P(E {(E) = 0 ist: 

72. Die Differenz hat » im Punkte x = 0 zusammenfallende Null- 
stellen; hatte sie im Intervalle —1<%<oo noch eine (n + 1) Null- 
stelle, so miiBte (1 + x)*-” daselbst verschwinden [71], was nicht der 
Fall ist. 

if sou) ose bie 

Fo Co heery taal opm: SIT 
zusammenfallende, e” iiberhaupt keine Nullstellen. Die Behauptung 
folgt aus 71 ahnlich wie 72; sie ist iibrigens im wesentlichen aquivalent 
mit der Tatsache, da8 die Funktion e? fiir x < 0 durch ihre Maclaurinsche 
Reihe umhiillt wird [I 141]. 


74. [J. J. Sylvester, Mathematical Papers, Bd. 2, S. 516. Cam-_ 
bridge: University press 1908.] Es genigt zu zeigen, daB 


hat ~ im Punkte *=0 


2 x” 
cinta Mua els 


nicht zwei konsekutive negative Nullstellen hat; waren a und 0b solche, 
so ware 


n 
a n 


h(a) = fal) +5 =0, hill) = fo) +55 = 0, sehla) = sehe(Q) + 0; 


fn(x) hatte gemaB 8 eine gerade, gema4B 10 eine ungerade Anzahl von 
Nullstellen im Intervalle a< «<b! 


75. Fir / = 1 klar. Fiir den Fall von / — 1 Exponentialfunktionen 
sei der Satz als richtig angenommen. Hat g(x) N und 


qm , my 
g* (x) = ape 6 Nee Jam le” g(x) — Pi(x)] 
N* reelle Nullstellen, dann ist 
N*¥=>N—m [12]. 


Andererseits treten in g*(x) bloB 7 — 1 Exponentialfunktionen auf [mit 
den Exponenten (a, — a) x, ..., (a_,— 4); betreffs der Grade der 
auftretenden Polynome vgl. 62]. Gema8 Annahme ist somit 


M, + mM, + +++ +m_,~—-1=N*. 
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76. [Vgl. G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 28, 
S. 173, 1920.] Wiirde die Determinante verschwinden, so existierte 
eine nicht identisch verschwindende Lésung des zugehérigen homogenén 
Systems, d.h. m reelle Zahlen c,, cy, ..., ¢, so beschaffen, daB die 
ganze Funktion 
Cy era a Cy ePa® + eee -f- Cy ePne 


' zwar nicht identisch, aber fiir x = ,, 5, ..., &, verschwindet. Wider- 
spruch, denn eine so gebaute Funktion hat hédchstens » —1 reelle 
Nullstellen [75]. Fiir die Bestimmung des Vorzeichens vgl. 48. 

77. [Laguerre, a. a. O. 1, S. 3.] . 


78.') Man darf die ,,Dirichletsche Reihe‘‘ >" a,e-’»* im Innern 
n=1 


ihres Konvergenzbereiches gliedweise differentiieren; der Beweisgang 77 
ist unverandert zu befolgen. 

79. [J. J. Sylvester, a.a.O. 74, S. 360, S. 401; vel. a.a. O. 31, 
S. 30.] 1. Sind a, a, ..., a, alle eines Zeichens und m gerade, so 
ist W=0 und offenbar auch N=0O. 2. Sind a, dy, ..., Gq, eines Zei- 
chens und m ungerade, so ist W=1 und, da 


P’(%) = m [a,(% — 4,)™~1 + a(x — A.)™-2 + +++ + ay(% — Ay)™-4] 


nie verschwindet, vgl. Fall1, N <1 [10]. 3. Essei a, a@.41<.0,1450< 4, 
und der Satz fiir W—41 Zeichenwechsel als richtig angenommen. Es 
sei P(x) = 0) x" + 0, x"-1-+ ---+6,,. Man wahle 4 so, daB 


Agim A Aes of (4) “0 
und, falls b, + 0, b, + Amb, + 0. Man setze 
| P(e) (x —I-" =F), (2 -D™H F(x) = 
= ai (% — A,)™-1 + ax (x — A)" 4 --- Fat (x —A,)™-1 = P* (x), 


wobei a* = m(d, —A)a,, v=1,2,..., m. Die Anzahl der Zeichen- 
wechsel der Folge aj, a¥, ..., an, (—1)” 1 af ist 
Wt=W-— 1. 


Mit N* die Anzahl der reellen Nullstellen von P*(x%) bezeichnet, ist 


nach Annahme 
i Wt=N*, 

ren fit) by 
ee ee a0) eetalict, hic! 0. 
Bea candies reg Pui ab igwrhad salt ba 


1) In den Lésungen 78, 80—84 sind die nétigen Konvergenzbetrachtungen 
nicht gegeben, aber ihr Resultat benutzt. Vgl. z. B. E. Landau, Minch. Ber. 


Bd 36, S: 151), 1906. 
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Entweder ist sg F(x) = sg F’(x) in einer Umgebung von x = — oo, oder 
sg F(x) = —sgF’(x) in einer Umgebung von *= +00; wendet man 
entweder 14 auf —oo, / (sinngem4B!) und zugleich 12 auf 2, -+-co an 
oder, wenn notig, umgekehrt, so findet man auf alle Falle 


N*¥2=N —1. 
3b. 
ARLE (4) 4 é 
aS eS =b SS ome e Safe eae 

pe F(a) ai falls by A 1 


Jetzt ist sgF(x) =sgF’(x) fiir *>—oo, sgF(x) = —sgF’(x) fir 
x%—»-+o0o, also folgt durch Anwendung von 14 auf —oo, 4 und 
A, + oo sogar N*¥=N. 

80. [Laguerre a. a. O. 1, S. 29; vgl. G. Pélya, C. R. Bd. 156, 
S. 996, 1913.] Wenn Z=0, so ist offenbar W=0. Wenn Z>0, 
so sei A, der gemeinsame Endpunkt zweier benachbarter Intervalle 
konstanten, einander entgegengesetzten Vorzeichens von (A) [S. 40]. 
Die Anzahl der Zeichenanderungen von 


P*(4) = (4) — A) (A) 
ist dann Z* = Z—1. Die Anzahl der fraglichen Nullstellen der Funktion 


F*(x) = enna E [e® F(x)] = for (e-*#aa 
0 


ist N*¥=>N—1 [12]. Vollstandige Induktion, wie in 77, 79. 
81. [Vgl. L. Fejér, C. R. Bd. 158, S. 1328—1331, 1914.] -Die An- 
zahl der reellen Nullstellen N der Funktion 


F(x) = [{@)#dt = fe-*f(e~)e-4# da 
0) —0co 
ist nicht geringer als die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 
A, 4, 4, ..., Wie bei vollstandiger Aufzahlung ersichtlich [8, 9]; es 
ist F(n) =a, im Falle 1., F(m) =0 in den Fallen 2. 3. Die Wahl 
der Integrationsgrenzen (ob 0, co oder — oo, ov) ist auf den Beweis 80 
. ohne Einflu8. 


82. Die Umformung durch partielle Integration ergibt 
[eQje**dd = x [ Didje~**ad : 
0 Om . 


wenn das Integral links konvergiert und x > 0 [80]. 
83. Die Umformung durch partielle Summation ergibt 


co co 
Dasari (a7 Fad, fe etatt thy) (eo a ee 
n= 1 ti b 
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wenn die Reihe links konvergiert und x > 0 ist. Man setze 
9(4) = 4, +4,+---+a,, wenn A<x<dy,, n=4, 2, 3, 


dann wird die betrachtete Reihe 
ee Anta. oo 
= 4% D(a, + a, + --- + a,)fe-**dd = x [p(de-*#d2. 
n=1 hie Ae 


Die Anzahl der Zeichenanderungen der stiickweise konstanten Funk- 
tion (4) ist = der Anzahl der Zeichenwechsel der Folge a,, a, + a, 
a,+a,+a4,, ... [80}. 

84. 


< ! ES T(x co 1 
27 («+4 = ba) Si reser i sales Seca 9 ie 


n=0 


= fef(1—nat=fe-*p(—e-haa. (80, 24, 44. 
0 0 


85. [Laguerre, a.a.O. 1, S. 28.] Setzt man 


(x) = ay tales t-i() + pees: a(2) 


Xn 


so gibt es héchstens » — 1 ganze Zahlen & mit /(k) = 0 [75, auch 48]. 
, Daher ist das identische Verschwinden der Reihe 


= 2, rF (0142) = Dpr(% oF 4 a, okt... Ay OF) ag! = eiped lh xP 


ausgeschlossen. Die folgenden vier Anzahlen: positive Nullstellen 


von ®(x) — Zeichenwechsel von #,/(0), #,f(1), f2f(2), .... — po- 
sitive Nullstellen von f(x) — Zeichenwechsel von @,, a+ @y,_1, 
Ay, + 4,_1+4,-2, ... sind monoton, nicht abnehmend geordnet; 


Ubergang: mittels 38, 8, 83. 
86. Eine Funktion von der Form 


CF (xB) + cg F(x fy) +--+ + nF (% Bn) 
kann nicht mehr als m — 1 positive Nullstellen haben [85], also sicher 
nicht fir +=, O%:, ..., %, verschwinden. Man schlieBt wie in 
48, 76. — Die Determinante ist iibrigens >0; im Falle a, =, 1aBt 
sich namlich ihr Vorzeichen mit Hilfe der Theorie der quadratischen 
Formen daraus feststellen, daB 


2 


SSK FO, 04) Xi %= Splotn + abn, + --- + aFx,)?=0. 
=] #=1 


‘ 
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87. Die Descartessche Regel ist als giiltig angenommen. 1. Ist 
4 9g 3 ee 


so ist W[h,,(x), .... An(x)] +0 fir a<x<b. Denn wiirde diese 
_ Wronskische Determinante fiir x = x, verschwinden, so gabe es / nicht 
durchweg verschwindende Konstanten ¢,, C2, ..., ¢, die den 7 simul- 
tanen Gleichungen 

Cy hy, (%p) + Cohy, (%) +--+ + chy, (%) =O0, 

Cy hy, (%>) + Cohy(%) + --- + eh, (%) =O, 


@ 6 6 0.6! 60, 6:0 16 a6 bi 610) 6 0 6 6.6 00) 0: 60 00 0 6 4.0.0) Oe: Sie oteyedeule 0.0/0.0) \s\ 6) .et6 


CHE (xq) + cg ho (x %o) +: -+ qhg- D(x) —0 


reniigten, d. h. die Funktion c,h,,(%) + cyh,,(*) +--+ + ch,,(x) hatte 1 
(mit x, zusammenfallende) Nullstellen im Intervall a< x < b, wahrend 
die Koeffizienten c,, ¢,,..., ¢ héchstens 1—1 Zeichenwechsel auf- 
weisen kénnen: Widerspruch! 2. Beweisen wir z. B., daB alle (n—1)- 
zeiligen Wronskischen Determinanten dasselbe Zeichen besitzen. Es 
sei a< x,<.b; man bestimme 4@,, a ,..., @, aus dem System 

a, hy(%) + Agha (%) + +++ + 4nhy(%) =O, 

a, hi (Xp) + Ag he(%) + +++ + anhn(%)  =0, 


ay Wy (X5) + a, SECA) ++ +a, (MAA) AO), 
dy hy? (2%) + ag hf? (xq) +++ + ag hi? (x_) = 1, 
dessen Determinante nicht verschwindet (vgl. 1.). Die Funktion 
Ay My (X) + ay hy (%) + +++ + Anhy(x) 


besitzt » — 1 Nullstellen im Innern von a, b (sie sind alle = x,); darum 


muB8 die Koeffizientenfolge a,, dy,..., a, genau m —1 Vorzeichenwechsel 
aufweisen, also miissen, (— 1)"~1 Whee), ha(%o), »'- +» lin (%q)] = W gesetzt, 
die Zahlen 

a,W = W(hg, hy, .--, Mn),  — @.W = Why, hg, ...5 hn), 


3 W = W (tgs Ita, Igy «+ +) Hin)  «»- 


(alles ist an der Stelle + =x, genommen) von gleichem Vorzeichen sein, 
w. Z. b. w. 

88. Spezialisiert auf die Zeilenzahlen 1 =1, 2 besagt das Krite- 
rium 87, daB einerseits h,(x), ha(x),..., h»(x), andererseits 


ye dle 24 he 


ONE a lax hy’ WN 1G 2x h 
2 


y eee 


von gleichem Vorzeichen sein miissen. Auch direkt einzusehen. 
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89. Es sei J=n—1,157,<---< yj <a, <-- <msn 
Es ist [VII 57] 
Wleass Boys: <9 Bhs Phas, Pings once y,) = 


| ity 
J 


he The eeey The 
mor (Ba. Ch gn 
z Yee BPD NORE TATIN His 
90. Es sei die Descartessche Regel als giiltig angenommen fiir ein 
System von irgendwelchen » —1 Funktionen, die die Determinanten- 
bedingungen erfiillen. Es soll die Funktion 
E(x) = a,hy(x) + aghg(x) +--+ + a,h,(x) 


N Nullstellen im Innern von a, b und die Koeffizientenfolge a,, ag, ..., ap 
W Zeichenwechsel besitzen. Der Fall W=0O ist klar. Es sei also 
«-+ 1 eme Wechselstelle. Mit den Bezeichnungen von 89 erhalt man 


d F(x) ah, d Ia d has wn 

Ry US a ie ae Pe a sacs Pe 
= —4@,H,(%)—---— ay -1H a _4(%) +4041 Hx) +--+ + Gn Ay _1(4) 
io FEE(x) 


Es sei N* die Anzahl der Nullstellen von F*(x) im Intervall ax x<b 
und W* die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 


aE BL aie Am ea Pieced d/o, a a Oe RS 
_ oder, was dasselbe ist [3], die der Zeichenwechsel der Folge 
—a,, —, hi Pb Binge tie Bgl Ahi ay? tales iy 
Es ist [12] 
N*¥>N—1, W*=W—1. 


Die Funktionen H,(x), H,(x), ..., H»-,(x) erfiillen die Determinanten- 
bedingungen 87 [89]; die Annahme der vollstandigen Induktion ergibt 


Nea W*; 
: 1; 26 e98 
91. W(er*, ch®, . 2, cmt) = eather tie TT (4, — 2) >0 
i<k 
92. Mit den Bezeichnungen von Lésung 63 hat man 
ad ad 


pied. d 
—On% __ e(&n- On—-1) © ___ bre . — elms —O%)%___ 90% x 
Me dx ee AX dx i) 


Sag f(@)- af (e) ay f(x) . 


Man wende 12 ” mal, 6 ~-+1 mal an. 
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93. [G. Pélya, American M. S. Trans. Bd. 24, S. 312—324, 1924; 
vel. H. Poincaré, Interméd. des math. Bd. 1, S. 141—144, 1894.] Mit 
Benutzung von Formel VII 62 Beweis wie fiir 92. 

94. Es ist also vorausgesetzt, daB 


WO (x) + py (x) HOY (x) + po(a) HO“) +--+ + Pn(x) A(x) = 0 


identisch gilt und daB f(x) — h(x) im besagten Intervall »+1 mal 
verschwindet. Man wende 93 auf /(x) — h(x) an 

95. [Vgl. H. A. Schwarz, Gesammelte Mathematische Abhand- 
lungen, Bd. 2, S. 296. Berlin: J. Springer 1890. T. J. Stieltjes, Oeuvres, 
Bd. 2, S. 140. Groningen: P. Noordhoff 1918.] Man nehme | ¢,(x,) | + 0 
an. Den Wert des Quotienten | /,(x,.) |:| @a(x,) | mit Q bezeichnet, ver- 
schwindet die Funktion von x 


| Fe(%1) Tu(%o) « - « fe(%n-1) fe(%) | =O | Px(%) P(X) - » » Pe(%n—1) Pe(*) 


fir x =%,_, und x =~x,. Nach Rolle wird 


| fe(%a) fe(%s) - - - fen —1) Feltn) | —Q | pel) Pele) -- - Pe(%n—1) Ve(Mn) | =O, 


WO %n-1<.%<%,. Man ersetze jetzt x,_, durch x; die entstehende 
Funktion von x verschwindet fiir *=%*x,_, und *=%,_, usw. 
Nachher ersetze man, y, durch x usw. Man gelangt so nach 
(n —1) + (wm — 2) -+---+2-+4 maliger Anwendung des Rolleschen 
Satzes zu der ieee Gleichung fiir Q, die zu beweisen war. 

96. Spezialfall von 95: 


Pil%) = 1, pox) =%, g(%) = 27, «24, Male) = x"-}. 
Durch Addition von Zeilen erhalt man 


& 1 1 3! 
=a 1 xy Xg X3 see aay 
Aah QR BBS OM Ot eee 4)1. lomeswile + «srt tate eae eee oe 

1 1 1 | 
xy Xo [Xn ) NEP RAYA. “ 
J (7) (3) a | dh nay 4) 
Beant iia eal da Peery cue 
IT (k—}) 
k 


. 97. Spezialfall von 96: 


A) =1, fle) =x, falz)=22, 200, fy ale) = 9072. 
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98. Spezialfall von 97: 
My=%X, Xye=X+h, X3=x+42h, ..,., Xn =%+(n —A)h. 


99. [A. a. O. 93.] Fiir m = 2 ergibt 93 (**) nur eine Bedingung: 
h(x) >0. Nach dem Mittelwertsatz ist . 


1 JAG) lee) | _ 2) fH) _ x — my [A(E) HD) 
I(x) h(%) | F(X) f(%2) | (xy) hm) CHOP IKE PON 
Man setze 
N(x) d Iy_y(%) d f(x) 
ee Gri e Ody 


Man erhalt durch (m — 1) malige Anwendung des Rolleschen Satzes 
[Lésung 95] 


4 | 


; eee 5 CM renee ee Ramen sys oie gars 
hy (%1) y(%2) 1(¥n) eae es pig the) 7a te tiga (Xn) 


f(x) t(%9) -+» fn) 
| 1 c@) ee 0 
Ig (%)/hy(%,) Hy(&)  .-» Ai(En-1) 


a= (X= X03) CA eee) fré (%_ — X) 5 POST oon Se See ae RR oe 
in —a(%)[Pry(%4) Hyoen w+ Hy_9(En—1) 
1(%) [Ay (%1) F(é,) sail Gana) 


Re Ae he Ng ee Xe oe <a, Man iorme die aul 
der rechten Seite der behaupteten Gleichung auftretende Wronskische 
Determinante nach Ausklammern von [h,(&)]" gemaB VII 58 um. Die 
Bedingungen 93 (**) sind durch H,(x), H,(x), ..., Hn-2(x) erfillt. [89.] 
Nimmt man den Satz fiir die » — 1 Funktionen H,(x), H,(x), .... Hn-2(x), 
F(x) als bewiesen an, so folgt er aus der vorgenommenen Umformung 
fiir die m Funktionen /,(x), ho(x), ---» hn-1(%), f(). 


100. Spezialfall von 99: 
h(x) = ev, v=1,2,...,m—A, f(x) = ePm®, %y = Oy, M=1,2,...0. 


Die fraglichen Wronski schen Determinanten sind >0 [91]. 


Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsitze II. 16 
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101. Die fraglichen Abbildungen der Z-Ebene auf die Z’-Ebene 
haben die Form Z’=aZ-+ 6. Aus 


C = My, 2% + My%q +++ + Mp2, My + My + --- + mM, =1, 
ih Say te Dn, ting EO Rolie As nie, % =(az, + 0, 
Co = My 2 + Me B+ + My Z, 
folgt 
(= al+6. 
102. Es seien zunachst 2, 2,,2,..-,%, endlich. Die fraglichen 


Transformationen haben die Form 


LZ = s +6 a+0 
004 : all 


C= 
folgt 


a 
C—2z 
4 M4 


(*) = + 


A i , 
at eae ee eee 3 Zp — 2 


unabhangig von @ und b. — Ist z, =oo fiir ein gewisses y, also z end- 
lich, dann ist das »*¢ Glied auf der rechten Seite von (*) wegzulassen. 
Ist z=o0, folglich 2, 2,...,2, endlich, dann ist die Transformation 
eine Drehstreckung und ¢ stimmt mit dem gewdhnlichen Schwerpunkt 
tiberein [101]. 

103. Die Verhaltnisse sind wohlbekannt, wenn der Aufpunkt z= oo 
Durch lineare Abbildung erhalt man nun: ein Kreis durch z;, z und z 
begrenzt zwei Kreisbereiche (z; + z,); von den endlich vielen derartigen 
Kreisbereichen streiche man das Innere aller derje~sigen fort, die keinen 
der Punkte 2, 2), ..., Z, im Innern enthalten. Der nicht fortgestrichene 
abgeschlossene Teil der Ebene ist &,. Die Konstruktion ist zu modifizieren, 
wenn 2), 2, ..., 2, und z samtlich auf einem Kreise liegen: in diesem 
Falle ist 8, Heienios Bogen des fraglichen Kreises, der 2, 2, ..., Z, ent- 
halt und z nicht enthalt. 

104. Vgl. 103 oder direkt durch Avbilaune aus dem Fall z= 

105. [103.] 

106. Verallgemeinerung des Falles z =o durch lineare Abbildung. 

107. Wenn z und ¢, beide auBerhalb K liegen wiirden, so wiirde 
ein durch z und ¢,, aber nicht durch K gehender Kreis z,, z, ..., Zn 
nicht trennen, im Widerspruch zu 106. Wenn z auBerhalb und ¢, auf 


V. Abschn., Lésungen 101—412. 243 


dem Rande von K liegt, so wende man 106 auf den, durch z und ¢, 
gehenden, K von auBen beriihrenden Kreis an. 


108. GemaB8 102 ist, da jetzt alle Massen roti der Schwer- 
punkt ¢, durch re 


+ z Zn —— 2 
ia a di sail Hea 4 
we) nw—2) Tn yz 
gegeben, mit 1,, %, ..., m, die Anzahl derjenigen z,, %, ..., 2, be- 
zeichnet, die in w,, bzw. in w,, ws, ..., w, zusammenfallen. Durch 
die rationalen Massen , =, eh k6énnen irgendwelche k Massen 


von der Summe 1 beliebig angenahert werden. Dies fiir endliches 
Wy, Wy,..., Wz, 2. Beziiglich w, oo oder z=oco vgl. Lésung 102. 

109. Dem betreffenden Punkt z,, auch wenn z, im Unendlichen 
gelegen ist, vgl. die Formel in Lésung 102. 


110. Gema8 102 ist, da jetzt alle Massen =— 


, 


n 
C= 2z— 
1 1 1 
eee 
Z—% 2-2 ve 2, 
> > (2 ey 
i vat tm ate de ies a = ) 
im he aot 
nN 2n 4 
111. Nach Lésung 110 ist 
n — 1\ n — ‘1 ee ai 
res) Miser ate) G8 blo gah] AP thse! 
f (2) at ("7 )met ("5 ‘att tage 
~ wenn z endlich, > aechalnty wenn z= 00; f(z) ist wie auf S. 57 be- 


zeichnet. Fiir /(z) = 2” ist € =0, was an und fiir sich klar ist [107]. — 
Laguerre bezeichnet ¢ als ,,point dérivé du point 2“ [a.a.O.1, S. 56]. 
112. [Laguerre,a.a.O.1, S. 61.] Sind alle Nullstellen von /(z) reell, 

so liegen sie in der abgeschlossenen unteren (oberen) Halbebene, in 
deren Innern auch ¢ liegen muB, wenn der Imaginarteil von z positiv 
(negativ) ist, abgesehen von dem Fall, daB sémtliche Nullstellen von 
f(z) zusammenfallen [107]. Besitzt f(z) eine imaginére Nullstelle %, 
so nahern sich z und ¢ gleichzeitig z, [109], ihre Imaginarteile sind 
also in gentigender Nahe von z, von gleichem Vorzeichen. 
4 16* 
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113. Auf Grund’ von 111 ist, a, + 0 vorausgesetzt, dann und nur 
dann ¢=oo, wenn z eine solche Nullstelle der Derivierten /(z) ist, 
die nicht mit einer Nullstelle von /(z) zusammenfallt. Jede Gerade 
durch eine solche Nullstelle von /’(z) trennt die Nullstellen von /(z) 
[106], und jede Kreisscheibe, die samtliche Nullstellen von f(z) bedeckt, 
bedeckt auch die von /(z) [107]. Sowohl aus 106, wie aus 107 ergibt 
sich so von neuem der Gaufsche Satz [III 31], insbesondere aus 107 
durch folgende Bemerkung: der gréBte gemeinsame Teil (oder ,,Durch- 
schnitt‘‘) samtlicher Kreischeiben (Kreisbereiche, die oo nicht enthalten), 
die die Punkte 2,, 2, ..., 2, bedecken, ist das kleinste konvexe Poly- 
gon, das 2, 2, ..., %, umspannt. 

114, Ist x eine Nullstelle von e@(— ke) =k /(2) und f(x) +0, 

c 
also auch /’(x) + 0, so ist der Schwerpunkt von /(z) in Bezug auf x [111] 


__ afte) 
(x) 


Wiirde x weder in K noch in K + nc liegen, so wiirden x und ¢ beide 
auBerhalb K liegen, was jedoch nach 107 unstatthaft ist. 

115. [J. v. Sz. Nagy; vgl. L. Fejér, Deutsche Math.-Ver. Bd. 26, 
S. 119, 1917.] Es sei z, endlich; f(z) = (z—2z,)g(z) gesetzt, ist 
(« — 2,)g"(~) + ¢(x) =0. Der Schwerpunkt ¢ von g(z) in bezug auf x 
ist [111] 


===) Che 


ee i= Tey 
=x F(x) — = % — (n — 1) (2, — x). [106] 
Fiir z, =o vgl. III 31. 

116. [Laguerre, a.a.O. 1, S.56, 133.] Es sei z ‘eine der Null- 
stellen von o,2/'(z) — %of(z) und f(z) +0, folglich z endlich, /’(z) + 0; 


der Schwerpunkt von /(z) in bezug auf z ist 


-1 . 
), so miiBte auch |¢|<1 sein, 


Ware also |z|< Min (1 ; 
gegen 107. 

117. (116). 

118. [Laguerre, a.a.O.1, S.161.] 2, muB eine einfache Nullstelle 
sein, damit der fragliche Schwerpunkt einen Sinn hat; f(z) = (z — z,)g(z) 
gesetzt, ist f'(2,) = g(%), (21) = 2g’(z,) und der Schwerpunkt [111] 


(o4 
1 
Xe 
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Fur z, =oo miissen die iibrigen Nullstellen endlich sein, Gn ON Gneta 0: 
Der Schwerpunkt ist dann [111] 


a 


1 nes 


Pe a 
119. [Laguerre, a.a.O.1, S.142.] In bezug auf die Nullstelle 
z,;= «+16 vom gréBten Imaginarteil muB der Schwerpunkt der iib- 
rigen 2 — 1 Nullstellen einen Imaginarteil < f haben, falls 6 > 0 ware 
[107]. Tatsachlich ist fiir 6 > 0 wegen der Differentialgleichung, wenn 
f(%) = 0, folglich 7(z1) + 0, /”(z:) + 0, [118] 
2(n — ey ( 2(n — es 2(n — 1)B 
Ole 2 BRC G [py eee ele at pa Naoee a 
3 1 ii (z,) aS \ 41 eB p i 
120. Fir /(z, =0, z,=a+78, B>0 wide 
2(n — 1)f'(z n —1)(zi—4 
3(«, ( s Ma) = 5 (2, +L ) i - 
1'(&) 


ay 
=P+0—(p+ 55) >p 


, folgen. Vgl. 119. 
121. Falsch. Es sei a+b und K,, K, Kreise um a bzw. um 8, 


deren Radien so klein sind, daB sie Ce nicht mehr enthalten. Man 

betrachte dann /(z) = (z — a) (z — b)..- 

1292, “1% + mz, 125) + 122i” e 14 (Z_ — 23”) + Mo(Z — 21” 
Ny + Ny N, + Ne Ny + Ng 

Es ist (2 — 2) : (e — 2) = (r —17,) : (7. — 1) = yi Ne. 

123. Man kann annehmen, daB K, und K, diz Halbebenen 

Rz=c,, Rz=c, sind. Dann ist 


My Z_ + yey _ My 0y + Mae 

yt Ue tact Me 
-AuBerdem ist bei passender Wahl von z, und z, der Mittelwert 
My 29 1 Ne% My Co Ng Cy 

Ny + Ng Ny +N, 

124. [J. L. Walsh, American M. S. Trans. Bd. 22, S. 115, 1921.] 

Es sei z eine Nullstelle von /;(z)/.(z) + 7,(z)fe(z) und z mége auBerhalb 
von K, und K, liegen. Es ist also /,(z) + 0, f{(2) +0, f(z) + 0, 
f(z) + 0, z endlich. Den Schwerpunkt von /,(z) in bezug auf z mit 
f,, den von /,(z) mit ¢, bezeichnet, ist 


® 


gleich einer beliebigen Zahl c mit Ric= 


my fy (2) ieee. 1 fp(Z) 


Shay, ace Paley? fala)” 
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C, liegt in K,, ¢, liegt in K, [107]. Hieraus folgt durch Multiplikation 
mit m, bzw. nm, und Addition 


ya bat Mas ’ 
Ny + Ne 


125. [J. L. Walsh, a.a.O.124.] Man setze analog wie in 124: 


ea eee ae . Ist z eine Nullstelle von /(z) auBerhalb von K, und Kg, 
24 : 


ferner ¢, und ¢, die Schwerpunkte von /,(z) bzw. f,(z) in bezug auf z, 
so ist [124] 


yatta tabs 
Ws = bp 


» wenn %Z2N,. 


Ist 1; = M2, so folgt ¢,=¢,, was bei Kreisbereichen K,, Ky, die keine 
gemeinsamen Punkte haben, unméglich ist. 

126. [R. Jentzsch, Arch.d.Math.u. Phys. Serie 3, Bd. 25, S.196, 1917; 
vgl. M. Fekete, Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, S.42—48, 1922.] Es seien a 


und b zwei Zahlen, fiir die samtliche Nullstellen von /(z) — a und f(z) —b in © 


O, liegen. Es ist zu beweisen, daB die Nullstellen von f(z) — ¢ auch in O, 
liegen, wenn c auf der Verbindungsstrecke von a und 6 liegt. [Defini- 
tion der Konvexitat!] Die Nullstellen von F(z) = [f(z) — a]™ [f(z) — 6)", 
m und n positiv ganz, liegen sicher in 0,. Es ist 


FQ) = (m +n) fle) — a)" (2) — BP -27@) (7) — "SE 


so daB samtliche Nullstellen von f(z) — — > auch in O, liegen 


[III 31]. Die Zahlen 


Oo 
one ao liegen aber iiberall dicht auf der Ver- 


bindungsstrecke von a und b, wenn m und n alle positiven ganzen Zah- 
len durchlaufen. 
127. Man wende 124 auf F(z)=[/(z) — a]™[f(z)— b]™ an [Lésung126]. 
128, 
A+ a,c, a,+4,¢, a,-+ a,¢, oe ery Qn 4+ Gn, 
bzw. 


ay, Qs, a3, eaey ans 


je nachdem ¢ endlich bzw. unendlich ist. D. h. es ist, wenn ¢ endlich, 


n-1 
CA) +n =m So '\@tande. 
v=0 


129. Definition. 
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130. Fiir ¢ = gelaufig; sonst 


&(2) (6 — 2) h'(z) + LA(z)] + h(z mG — 2) g'(z) + Reg(z)] 
= (f — 2) [g(2) W’(z) + e(2) hlz)] + (& +2) g(z) h(z). 
131. Wenn ¢,, ¢, beide =oo, geldufig. Wenn beide endlich, 
so 1st 
(2, — 2) [(S — 2) f(z) + mf) + (n — 1). — 2) £2) + 2f(2)] 
= (0 — 2) (Cg — 2) f(z) + (m — 4) (0, + 0g — 22) f(z) + 0 (m — 1) f(z) 


Symmetrisch in ¢,, ¢,. Wenn ¢,=—€ endlich, ¢,—oo ist; 
[(o — 2) f(z) + wf@)¥ = (C — 2) f(z) + (n — 1) f(@) 


Auch durch die symbolische Rechnung in 137 darzulegen. 


132, Fir ¢=oo folgt aus /(z)=0, daB f(z) eine Konstante ist, 
d.h., daB alle » Nullstellen =oo sind. Wenn ¢ endlich, so ist die 
Lésung der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 


(¢ — 2) (2) + nf) = 


f(z) =c(z—)", c Konstante. 
133. Es sei 7 ein Punkt des abgeleiteten Systems. 


tile 
# endlich, /(7) + 0, 2 +¢, also auch f(2) +0; C=2 — "0 [411]. 


2o2 endlich, “j(z)==0, {(2)= (e—z) G2), GAZ) 4 0. 2 C3 
(2 — #)-*+1A;-f(z) reduziert sich fiir z= 2 auf k(C — 7) y(2’) +0. 

3. = C; f(z) =(z—“)Fol2), Pll) +0, Rm; (2—2)-*AcH(2) 
reduziert sich fir z=€ auf (n — k) (C2) +0. 


4. Ist a,+0 und a,_,+a,6=0 [128], so ist f= [141]. 


134, Fiir ¢ =o vgl. III 31. Bei endlichem ¢ betrachte man die 
unter 133 aufgezahiten Falle; entweder ist ¢ der Schwerpunkt von /(z) 
in bezug auf 2’, wie in 1. und 4., und dann gilt 106, oder ist z’ selbst 
Nullstelle von /(z), und dann liegt 2’ im Kreisbereiche, namlich auf 
dessen Rand. 

135. Folgt aus 107 durch dieselbe peenn wie 134 aus 106. 

136. Auf Grund von 135; das fragliche Kreisbogenpolygon wird 
als der gréBte gemeinsame Teil von Kreisbereichen aufgefaBt, die z,, 
2, ..., 2, enthalten und ¢ nicht enthalten [Lésung 113). 

137. Wenn ¢=oco, dann efgibt /”-(z)=0 den gewéhnlichen 
Schwerpunkt von /(z), oder co, oder nichts Bestimmtes, je nachdem der 
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genaue Grad von f(z) », m —1 oder <n — 2 ist. — Es sei ¢ endlich. 
eli 
Man sage, daB das Polynom m® Grades De "), 2” und die Potenz- 
= v=0 
reihe > > ow einander zugeordnet sind, im Zeichen: 


b mel Je, an Jdget bos tBu 2 Ace be -ge8 + opt Gib os 


WENN | Cy 2705, ° C= Of oo ny Cy =O Ca MC am 095: Copsey Cp ala een CHICOISS 
Dann ist [128] 


f(z) =a) + (7) a, z+ (5) Ay 2% + --- + ay 2” 
AG +aqutagw+---+a,u", 
f(z) = n| ay ot (" ne ) Ay 2 —- i & "ans? os hen aes 
A (@ +au+tawt.--. + a,u") 2 
u 
AcH(2) =| (p+ 048) + (7) (s+ ae D) eb + nay + a0) 24] 
A (@ +au+t--- + a4) n(4 +4), 
r\n-1 
At? f(2) A (ay + au + +++ + a,u") n(n —1) 2 (144) ; 
Ane hie) mila (" _ : ayo+ (” B5 ‘) Ay C2 +--+ + ay, O-1 
tla (7 facet ast ae 
: ( rl 2 Ee a3 as Zz}. 
Hieraus ist die fragliche Nullstelle der SSS! von f(z) in 
bezug auf ¢ [111]. 
138. Nach Lésung 137 ist 
Ag Ae AeaHle) An! (aybayn e+ age) (4+ 2)(142)...(1 459), 
wenn ¢,, Cy, ..., C, endlich, im andern Falle 


As, Ag AH) An! (ay baju + a,u")(4 val ee 


eli 
S|> 
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139. Es seien ¢,, ¢y,...,¢, alle endlich, d.h. 5, + 0. Dann ist [138] 


also 


A (lan Laven so) #2 
Fe [tobe — (1) arbn-1+(3)eabnaa eet (= 3, aad, + (10a 


Sind die & letzten von ¢,, ¢,,..., €, und nur diese unendlich, 5 ist [138] 


kee 

3B, = (= 1) FPS, ek B10.) m, bye $0, 
ae 
A(lys Car «+o» Sn) H2) 


=S4)% 
paket \( a}F 8 Ay by_-~ + (— 1)**4 (sat ‘ G41 On-E-a °°: 


also 


+ (—49"-1(, 4) anand, + (— Aha bo| 
[fiir k =m ist dies so zu lesen: (—1)"a,]. In jedem Falle ist also 
A (Cas bay --s in) He) = Ay] taba — (1) abana + (9) 22a — 
+ (=1)-4(,," 4) anaaba + (= 1)" yd] 


wobei 4;* = (—1)* ‘ bn-z~, Wenn 6, -;, den hédchsten, von 0 ver- 


schiedenen Koeffizienten von g(z) bezeichnet. Es ist 


A A(q, Ce, eioieis Cn) i(2) avi des A(z, Bar * > Zn) g(2) $ 


140. Die Apolaritat von z, und ¢, heiBt: z;=¢,. Die Apolaritat 
von 2, 2, und ¢,, ¢, bedeutet (abgesehen von leicht diskutierbaren 
Ausnahmefallen) 


(% — £1) (@2 — So) _ 
Be iaiidioral) Gin) Rome em 


_ d.h. die beiden Punktepaare liegen auf einem Kreisin harmonischer Lage. 
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141. Nach 139 muB! >) =, = 0 ,sein, d- h. G33 sind 
alle endlich und 


CAG ote tvomeaids 
142 eee Sen 
143. 
> Rena 
A (Ey02)-+-16n) f(2)=2y—- +62 n= 1 ae aa Hac Ca CacmniGyte 


144, Es ist 135 wiederholt anzuwenden. 

145. [J. H..Grace, Cambr.) Phil, Soc, Proc.28d; 115 53352-3553) 
1900—1902; vgl. G. Szegd, Math. Zeitschr. Bd. 13, S. 31, 1922; J. Eger- 
vary, Acta Univ. Hung. Francisco-Josephinae, Bd. 1, S. 39—-45; Math. 
és phys. lapok, Bd.-29, S. 21—43,"1922.] Es mégen. 2,, 25, ..-5 24 
innerhalb, ¢,, Cy, ..., ¢, auBerhalb des Kreisbereiches K legen und 
A;, Az,... Ag, f(z) soll nicht, hingegen A;, Az,... Az, Az,,,f(2) soll 
identisch verschwinden, k=n — 1. Nach 144 liegen die Nullstellen von 
A, Az... Az,f(z) auch innerhalb K, nach 132 miissen sie alle mit 
dem Punkte ¢,,, zusammenfallen; dieser liegt also innerhalb K. 

146. (145.] Wenn namlich zwei konvexe Polygone keinen ge- 
meinsamen Punkt haben, dann gibt es Geraden, welche die beiden 
Polygone trennen. Z. B. ist die Mittelsenkrechte des kirzesten Ab- 
standes eine solche. 

147. [E. Landau, Ann. de l’Ec. Norm. Bd. 24, S. 180, 1907.] [148.] 


148. [A. Hurwitz; vgl. E. Landau, a. a. O. 147.) Nach 143 ist das 
fragliche Polynom apolar zu dem mit den NullsteHen 


2atyv 
(Ge ’ V4 2 ees 


die im Kreisbereich |z—1|=1*liegen [145]. 

149. [L. Fejér, C. R. Bd. 145, S.459, 1907; Math. Ann. Bd. 65, 
S. 413—423, 1908; Deutsche Math.-Ver. Bd. 26, S. 114—128, 1917. 
Vel. auch S. Sarantopoulos, C. R. Bd. 174, S. 592, 1922; P. Montel, 
C.R. Bd. 174, S. 854, S. 1220, 1922, Ann. de l’Ec. Norm. Serie 3, Bd. 40, 
S. 1—34, 1923.] Fir k = 2 wende man 135 mit €=0 an. Es ist 


Ag (4 — z+ c.2*) = vy — (vr, —1)z, 


das abgeleitete System besteht aus —. und aus dem (v2 — 2)-fach 
ee 


. oes y, 
genommenen unendlich fernen Punkt. Das KreisauBere |z|> : 


Ve 4 
kann also nicht sémtliche Nullstellen von 1 — z+ c,2”* enthalten. 
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“= 


Fur k > 2 ist wiederholte Anwendung von 135, also vollstandige 
Induktion nétig. Das fragliche Polynom mit /(z) bezeichnet, ist 


Ao f(z) = ve — (v% — 1) 2 + Ce (vy — 9) 2? ++ + cy_a (ME — ME-1) FED. 


Mindestens ein Punkt des abgeleiteten Systems liegt im Kreise 


Man ersetze namlich z durch wu und verwerte bei der Gleichung 


pie 
fiir uw die Annahme der vollstandigen Induktion. — Es ist 


(cars aa ed Oe Cc 


Man bemerke, da8 das (k + 1)-gliedrige Polynom 
k 
(1 = 7) = =1—z+.- 


die einzige Nullstelle k besitzt. 
150. [J]. H. Grace, a. a. O. 145, S. 356; vgl. auch P. J. Heawood, 


Quart. J. Bd. 38, S.84—107, 1907.] Bezeichnet /(z) = a + e i "\ay# 
+ (" ss "age? + --- +a, _,2"7} die Ableitung des fraglichen Polynoms, 
dann ist 
p n—1 n—~<A 
[f(2) dz = Ay by_y — ( 4 )abn2+( 2 )azPns pars 

= (—4)*"*a,_ 10) = 0, 


wo by, b,, ..., On-y far alle Polynome f(z), d. h. bei variablen 
A, 44, ..., Gn-1 festbleiben. Die beiden Polynome (m — 1)" Grades 
f(z) und 


g(z) = by +("7 ‘\oe+("5 "os 2+... +d, 2"! 
sind somit apolar. Den expliziten Ausdruck von g(x) erhalt man durch 
die spezielle Wahl a, = (— 1)’x"-1-”, d.h. f(z) = (x —z)""1. Aus 


yoo propia aaa 


ergeben sich die Nullstellen von g(x) zu 


by = aes ap 1 athe 


‘es 
-—-ctg—, vw=1,2,..., n—1. 
Pe 2 Con 


Man wende jetzt 145 an. 
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151. [Vegl. G. Szegd, a. a. O. 145, S. 35.] Ist y=0, so muB ent- 
weder unter den Nullstellen von /(z), oder unter denen von g(z) die Null 
vorkommen. Dann ist die Behauptung klar. (Fir 6, = 8, = --- = fy = 
ist R= 0 zu setzen: 0-co ist unbestimmt.) Ahnlich schlieBt man fir 
y=co. Es sei nun y+0, co. Die beiden Polynome /(z) und 
z"g(—yz-1) sind dann apolar. Von den Nullstellen des letzteren, 
namlich —yf;1, y=41, 2, ..., » (—y-07-1=00, —y-co t=0 zu 
setzen) liegt also nach 145 mindestens eine in K, d.h. —yfy1=h. 

152. (151.] 

153. [7. Schur, vgl. G. Szegd, a. a. O. 145, S. 37.) & sei als Durch- 
schnitt von abgeschlossenen Kreisscheiben K, die den Nullpunkt und 
sdmtliche Nullstellen von /(z) enthalten, aufgefaBt. Nach 151 hat jede 
Nullstelle y des komponierten Polynoms die Form 0k, wo 0O<0=1 
und & in K liegt. Dann liegt aber y in allen K, also auch in &. 

154. ([Betreffs der: Fragestellung vgl. Laguerre, a. a. O. 1, 
S. 199—200, 1898. G. Pélya, Interméd. des math. Bd. 20, S. 145—146, 
1913. — G. Szegd, a. a. O. 145, S. 38 und J. Egervary, a. a. O. 145.) 
Man ersetze g(z) durch g(bz) oder g(—0z), je nachdem die Nullstellen 
von g(z) in —), O oder in 0, 6 liegen und wende dann 153 an. 

155. [E. Malo, Journ. de math. spéc. Serie 4, Bd. 4, S. 7. 1895.] 
Nach VI 85 ist . 


yi n\° n\* . nm \2 20 A fs 
Ot) =1+(t) 24 (Q)aet- + (,™ fart ter— (arp, (12), 
wo P,(x) das n‘* Legendresche Polynom bezeichnet. Daher hat Q,(z) 
lauter negative Nullstellen [VI 97]. Man komponiere zunachst das erste 
Polynom mit Q,(cz) und das so entstandene 


Ay + (f)az+ (5) az + wes ob ily 2" 


mit dem zweiten, in welchem nétigenfalls z durch dz ersetzt wird; c, d 
sind so gewahlt, daB samtliche Nullstellen der beziiglichen Polynome 
im Intervall —1, 0 liegen. Hierbei wende man beide Male 153 an, und 
zwar so, daf fiir st die obere bzw. untere (abgeschlossene) Halbebene 
gewahlt wird. Es ergibt sich dann, da die Nullstellen des fraglichen 
Polynoms alle in der oberen und zugleich alle in der unteren Halb- 
ebene liegen. — Folgt auch aus 154 durch zweimalige Anwendung von 65. 

156. [Z. Schur, J. fir Math. Bd. 144, S. 75—88, 1914.] Ahnlich 
wie in 155, mit Riicksicht darauf, daB die Polynome [VI 99] 


an Glee 4 (a) er tar 


(n—1)!  n! 


lauter negative reelle Nullstellen haben. 
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157. Da die Nullstellen von ( + ‘*) in der Halbebene $z>0 
liegen, sind die von Z 


2 ; 


2) n® nt 
reell [III 25]. Man beachte III 2083. 


a’ 2\n 
158. ae (1 = ua hat nur reelle Nullstellen [58] und strebt bei 
-—2° 


festem y fiir 7 > co in jedem endlichen Bereiche gegen é ae 


Courant, S. 63]. Hieraus flieBt die Behauptung [III 203]. 
159. a) [A. Hurwitz, Math. Ges. Hamburg, Festschrift, S.25, 1890.] 


n 2 — An? 
fo (1+ 25)"P (2) 
3 aplg aay a) Ay 
re (() an) + 2) an 5) rand dens 
P,(z) hat nur reelle, im Intervall —1, +4 liegende Nullstellen [VI 97]. 
; 2 
¢ tal Fr) 
Via cs eS A z6 eal 2) 
ES! pot aaa 2 Sra Ss Ae EE a 


L,(z) hat nur reelle positive Nullstellen [VI 99, Lésung uh 


[Hurwitz- 


rs 4 


ad 24 
c) te / rier ey jis =e 148] folgt durch Athatides Dif- 


ferentiieren und irae aa 


4 ps) 
le ad 
an | (1 i n 


4 s\" [n fed yp 
ef ee fs pa OE ED Sy -izsind 
ah *) 0n(5) (1+ 5) rah ae 
fiir 1 > 0o; Q,(2) ist das in Lésung 56 betrachtete Polynom, das nur 
reelle Nullstellen hat. 
d) Aus III 205, /(¢) = (4 — #)-* gesetzt. — a), b), c) stiitzen sich 
unmittelbar, d) mittelbar auf III 203. 
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160. [G. Pélya, Tohoku Math. J. Bd. 19, S. 244, 1921.] 


qr-1 g-1 0,,(2) ae e = q 
a = ——— sd Ike, Z 
dn | = (ice A) Soianead Zagat eh 


gesetzt, liegen die Nullstellen von Q,,(2), R,(z) auf g, vom Punkt z = 0 
auslaufenden Halbstrahlen, die die Ebene in g gleiche Winkel zer- 
schneiden, von denen einer von der positiven reellen Achse halbiert 
wird [59]. Nun liegen die Nullstellen von F(z) auf denselben Halb- 


: at 
strahlen, denn es ist, e 2 =w gesetzt, 
R (BO Sigg! a a R : Sea: caleuaeeee 
Su <a (nth)! (GA! 9 (qn) re 


k=0 
STgm tt qn+2 fare | +28) (44242)... 
ign + A) qin +2)  g(n +k) qn gn , 


R\ gtk = k 
(Geran Po guint) 


fiir 2 —>oo [III 203]. Der zweite Beweis operiert analog mit 0,,(2). 


161. [G. Pédlya und I. Schur, J. fiir Math. Bd. 144, S. 89—143, 
1914.] Man setze 


5870-2) (-2)- (od). 


Es ist gleichmaBig in jedem endlichen Bereich lim P;(z) = g(z). 
k>oo 


162. [J. L. W.V. Jensen, Acta Math. Bd. 36, S. 181, 1942.] Setzt 
man das in 161 betrachtete Polynom 


a a a 
Pilz) =a Ley 2k ay pe Ee 2a bs 
z(2) a ar da saan SE : 


so ist [Hurwitz-Courant, S. 61—64] 


hm G,4 = @;,, 
k—> oo 


und das Polynom 


Aik dz ask age , 


Wl Se Tuc Ae Ten ie 


= Aoz2”" + (7) yy 2-14 Ky Ag, 2-2 +... tg, 


V. Abschn., Lésungen 160—165. 255 


hat nur reelle Nullstellen [63]. Durch Grenziibergang k->o0o [III 203] 
Pat 
und Vertauschung von z mit — folgt, daB die Nullstellen der fraglichen 


Polynome veell sind. Da8 sie auch positiv sind, folgt daraus, daB die 
Koeffizienten der Reihenentwicklung 


ay a, 2 
— 2) = i | 2 


offenbar alle positiv sind, also 
G7 = OR a5 05 eds <= OR [47]. 


163. Es folgt aus 161, 55 (etwas abgedndert) und III 201, daB 
keine Derivierte von g(x) im Intervall —coo<x*< a, verschwindet. 
Hieraus schlie8t man, wie in 72, daB die Differenz 


a An - 


n—-1 


auBer fir x =0, im Intervalle —o<*x=~«, nirgends verschwindet. 
Ihr Vorzeichen im Intervall 0< x < a, stimmt also mit dem von a, 
iiberein. [I 144.] 


164. 1slfi2 ? 
a | Cm COS 222 OE 


1 
0 


kann als Grenzwert von Polynomen mit nur reellen Nullstellen auf- 
gefaBt werden [158]. Hieraus folgt [63], wenn >0, daB 


2 Te 2 pee ~ 
oe pb af == fe “(1+ 4p#) cos2ztdt 
0 


nur reelle Nullstellen hat. Durch Iteration des Verfahrens gelangt man 
zu Polynomen, durch Grenziibergang [161] zu g(z) unter dem Integral- 
zeichen. 

165. [A. a. O. 161.] Man bestimme die ganze Zahl m, so, daB 
B+ Brit bst+--- + fei = B, gesetzt, im Kreis |z|<k 


| aie > Bib 
(1 ae ma € 


/ | 


Dek 
k 


sei. Dann gilt gleichmaBig in jedem endlichen Bereich 


snl F) (BP -f)-(-g)- a 
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166. Man zeigt, wie in 162, daB das Polynom 
4+ (i) az aa (7) ose +- +--+ ++ bd, 2" 


nur reelle Wurzeln hat; darum kénnen darin, wenn es genau vom 
nto Grade ist, nicht zwei benachbarte Koeffizienten verschwinden [49]; 
G(z) ist transzendent; man bestimme  >m-+ 1 so, daB b, + O ist. 


167. Es ist nach Voraussetzung $,<0,. y= 1, 2, 3,~... Es 
sei Jk >nYa und 


(27-2) B)-6-2)-o0. 
B= Bete Bid Be Mets atte Pap 
gesetzt. Beim Ubergang von 
dg + yz + age +s» + ay,Zz"=0 
zur Gleichung 


Ay + a, e824 age?B2? + --- + a,e"®2"=0 


bleibt die Anzahl der imaginaren Nullstellen unverandert und sie nimmt 
beim weiteren Ubergang zur Gleichung 


ay Q(0) + 4, Q(1) e? 2 + a,Q(2) e822 + --- + ay Q(n) ez" = 0. 


nicht zu [67]. Nun sei k-> oo [III 201]. 
168. 


eyreledelldet (age 

Teed) oa Poms, é pire 4 tee eae hs . 

ist von der Form 165 und ihre Nullstellen sind negativ. Das Polynom 
Ha -JAO-De-4 

i ae teoate SP TRAP GM gle 


hat nur reelle Nullstellen und daher i 67, G(z) = De + 1) "| auch 
das folgende: nd 


re ‘ Tea (3) ra aa ) (1 - *) Pe a Oe 


fir n— oo [III 203]. Man sieht, da8 65 auch Spezialfall von 167 ist. 
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169. [A. a. O. 160.] Wenn gq eine positive ganze Zahl ist, so ist 


die Funktion 
I(z+ 14) 
——_ = G(z 
I'\qz+ 1) () 
ganz, denn die Pole des Zahlers — -) = 24) --+ sind unter denen des 
2 
Nenners — — , — ce --- enthalten, und zwar ist sie von der Form 


165 (Lésung 168]. Man wende 167 auf dieses G(z) und auf das Polynom 


2\% 4) Breas 8? 1 
vanes as rata : a) + 
an. Nachher oo [III 203]. 
170. [G. Pélya, Messenger, Bd. 52, S. 185—188, 1923.] 


reve (? at) 


T(2k+1) 


a Fa(2)=> (—1) Gal Te alae Xn) fe 


Man wende 167 auf das Polynom 


an, «=2g,q ganz; nachher Grenziibergang [III 203]. Die Funk- 
tion G(z) ist ganz, denn die Pole des Zahlers 


—2, —4, —6, ...; —1, —(4+29), —(14+ 449), -.. 
werden von denen des Nenners —1, —2, —3, ... absorbiert; G(z) ist 
auch von der Form 165 [Lésung 168]. — Die Funktion F (2) = z é . 


hat iiberhaupt keine Nullstellen. 
171. Es ist, wenn «+2, 4, 6, ... und x durch reelle Werte 
hindurch gegen oo strebt, limx*t+! F,(x) + 0 [III 154]. Lehrreich ist, 


zr> CO 
daB die Funktion F,(x) fir « +2 unendlich viele Nullstellen besitzt 
[a. a. 0.170]; sie besitzt also unendlich viele reelle und keine ima- 
gindren Nullstellen, wenn « = 4, 6, "8, ..., endlich viele reelle und 
unendlich viele imaginare im anderen Falle. Vgl. III 201. 
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172. [Cauchy, Exercices de mathématiques (anciens exercices) 1826. 
Oeuvres, Serie 2, Bd. 6, S. 354—400. Paris: Gauthiers -Villars 1887. ] 

a) [A. Hurwitz, a. a. O. 159.] Abgesehen von der Wurzel z= 0 
handelt es sich um die Niullstellen der meromorphen Funktion 


4 4 4 4 4 
A ete (i aaa | 
crea 4 seal ee a ity Coes zt+a 2-2 
4 4 
ae Now. Ga 
perae ee +45}. 


Unter dem Limeszeichen steht eine rationale echtgebrochene Funktion, 
deren Zahler vom Grade =2n — 1 ist. Zwischen den 2n Nullstellen 
des Nenners liegen 2” — 1 Intervalle, und im Inneren von jedem liegt 
je eine Nullstelle des Zahlers [26]. Der Zahler ist folglich vom genauen 
Grad 2m--4 und hat keine imagindren Nullstellen. Grenziibergang 
[III 203]. 
1 
b) z-*cosz(tgz — z) = /tsinztdt; 
0 
dem auf Kosinuspolynome beziiglichen Satz III 185 stelle man einen 
analogen, auf Sinuspolynome beziiglichen zur Seite (Beweis derselbe) 
und schlieBe daraus durch Grenziibergang ein Analogon zu III 205, 
das auf das vorliegende Integral anwendbar ist. 
- 
c) 22-% cosz(tgz — z) = { (1 — #) cosztdt; 
0) 
173 liefert auBer Realitat auch die Existenz unendlich vieler Null- 


stellen. 
i 


173. 22F(z) = zf(1) sinz — (0) (1 — cosz) + ft’) (cosz — coszt) dt 
(zweimalige partielle Integration), worats . 


F[(2m —1)a]>0,~ F(2man) <0, La EEE Poe 


also die Existenz unendlich vieler Nullstellen folgt. Es ist F(0) >0. 
Daher hat die echtgebrochene rationale Funktion 


i) Na: F(—2a) F(—2z) F(0) F(a) 

( ‘ Z+nn Zoo 7 a z+a i % 2-1 
F (22) a Ena) 
PO ae 


2n—- 2 reelle und hécnsten zwei imagindre Nullstellen [vgl. 26]; sie 


F(z ’ 
strebt gegen 2 [vgl. II] 165] folglich [III 201] hat F(z) entweder - 
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0 oder 2 imaginare Nullstellen. F(z) ist eine gerade Funktion; hatte 
sie genau zwei imagindre Nullstellen, so waren diese rein imagindr; 
nun ist, wenn y reell, 


1 yt -yt °* 
{ca ey ae ean 
0 


1 
174, Es geniigt den Fall /|@(t)|dt<1 zu betrachten [III 203]. 
0 
Dann ist fiir geniigend groBes ganzes n 


SHE eee cea 


4-| (4)|4 
a kG Nn} | n 
folglich hat 


ae (=) sin= + (2) sin? : (apne 
i nn’ \n n ey n 


n nN n n 


keine imaginaren Nullstellen [SchluBweise 27]; 1— oo [III 203]. 
175. Den trivialen Fall /(1) =0 bei Seite gelassen, gilt 


1 1 
ay cos ztdt = sinz = a sin ztdt [174]. 


176. Die Betrage der Glieder nehmen vom Anfangsglied 1 bis 
zum Maximalglied standig zu und dann vom Maximalglied bis ins 
Unendliche standig ab [1117]. Aus diesem Grunde ist, wenn m den 
Zentralindex, d. h. (— x)"a-™ das Maximalglied fir z= —x, x>0, 
bedeutet, 
(— Apa at x) = argv ae, xt-1laq-(n-1y + xn —2 q—(n-2)? ane 
a antl q 7 (tt)? + Aht+2 g—(n+2)? ke ee.) 
= xrq ie xn—-laq-(n-1)? jae antl g—(n+1)? s 
Wenn « = a?” ist, dann ist » der Zentralindex [III 200]; es folgt 
(—4)*F(— a2") > a" = 2a" 1Z=0. 
Die Uberlegung gilt mit sinngemaBer Anderung auch fiir die Partial- 
summe . 
want 1x" x 
—*)=1—-4+—-+::- — 1)". 
F,,( x) 1 a u a + aH ( ) a™ 
Man findet 
F,(0)>0, F,(—a%)<0, F,(—a)>0, ..., (—1)"Fa(—@")>0, . 
(in der zweiten Ungleichung steht = anstatt < fir n= 2, a= 2), 


woraus folgt, daB F,,(x) nur reelle’einfache Nullstellen hat, und zwar im 
17% 
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Innern jedes Intervalles (— a*, 0), (— a‘, —a?), (— a8, — a4), ..., 
(— a?", —a?"-*) genau eine. Mittels Grenziiberganges [III 201] wird 
auf F(z) geschlossen. (Vgl. III 200.) 

177.: [Vgl. G. Pélya, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 355—358, 1918.] 
Die Umformung von #)-+ ~,2 + --- + $n2" im Beweis von III 22 ist 
im wesentlichen eine partielle Summation. — Die Funktion F(z) hat 
keine reellen Nullstellen. Es sei f(t) >0, z=x+iy, x20, y>O, 
f(t) = f,(t), also auch 7,()> 0, f(t) > 0; es'sei ferner O=— 7 < 18 
Durch partielle Integration wird 


1 1 
ty F(z) — iv[h@ eivt dt = f,(t) e¥* — f,(0) — [h@ eivedt, 
y| F(z) | + vl fl év' dt|=f,(t) —f,(0) — | {h@) évedt|, 
Die rechte Seite ist gleich [K@ at — | f h() ¢4¥'d¢| und nimmt 
i) 0 


stets zu, wenn t zunimmt [II1 14]. Das zweite Glied links wird gleich 0, 
wenn t-> 1. Daher ist y|F(z)|> 0. 


178. 4 y 4 1 
4 fewdu= gpeoce tas: 
a 2 
0 te oak 


¢-# ist abnehmend, folglich [177] liegen keine Nullstellen im Gebiet 
R(—2?) <0. 


4 4 2 
179. sie sod 
ics Neh ie Gis 
ye letilu+t) Se 7, 
ee ees) a (14 —a)edt 


am 
fen 4 (1 = fide = fee Mia —Dledt; w>—1. 


oll 


Nun ist e(1—?) fiir 0<#<1 stets abnehmend (differentiieren). 
Daher [177] liegen die Nullstellen der Reihe 


fir - “&>O0 samtlich in der Halbebene Rz> u, 

fur —1<<0 sdmtlich in der Halbebene Rz< py, 

fiir “=O samtlich auf der Geraden Rz=0. 
In der Aufgabe ist «=n ganzzahlig. - ’ 


180. a) [G. Polya, Ens. math. Bd. 21, S. 217, 1920.] Man stiitze 
sich auf folgenden wichtigen Satz [J. Schur, Math. Ann. Bd. 66, 
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S. 489—501, 1909]: Bezeichnen @,, ws, ..., W, die Wurzeln der Gleichung 


|z—a, — Ayo eee — ayn 
@q, FZ Age —SAgn | 
’ 
—Gny —Ang Z— Ann| 


dann ist 
Jot lasPt- tlon ts S Sanh 
Hieraus folgt [VII 11], wenn die Nullstellen des Polynoms 
@y + az2+a,227-+--- +a, 2" 


Ha ee Soe Znn bezeichnet werden, daB 

4 lq, |2 a Lig He 
fee tis ett <2 a = ir 
lzan/? iF ra Lad An-» An — | 


Grenziibergang [III 201]. 
b) [G. Valiron, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 45, S. 269, 1921.] 


Patesetze. | a2 a 77 |= 1,, i= 1, 2;3,..-./ Da limy/, = ogj.so, kann 
n>co 

man aus /,, /,, 13, ..., J», ... durch Umordnung eine stets wachsende 

POPC ta ttn, tas =~) on,; --- herstellen: 


Yd eS) =l,s-°-. 


Es ist 


_ [al _ ‘| aol ih 
itl SALE. sas gtd fists tacs aaa RES 


Pp 


Man bezeichne mit M(r) das Maximum von |F(z)| fir |z|<7 und 
mit u(r) das Maximalglied der stets konvergenten Reihe [IV 29] 


al LES neater yee 


5 ca 


Es folgt aus der erent bzw. aus IV 37, IV 54, IV 38 sukzes- 
sive die Konvergenz von 


| a9 | + 5-2 + 


Np? 
pal 


Dieser SchluB ist, im Gegensatz zu dem unter a), nicht auf den Ex- 
ponenten 2 zugeschnitten. 


Si [unr-sar, [Bi)r-sar,  [M@jr-8dr, DS lap|*. 
4 wa) 1 p=1 


2 a 
181. Nein. Beispiel: f(z) =(2—4)e®, f(z) =32(2 —1)e?. 
H. M. Macdonald, Lond. M. S. Proc. Bd. 29, S. 578, 1898, behauptete 
das Gegenteil. 
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182. [G. Pélya, Arch. der Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25, S. 337, 
1917. Lésung von H. Priifer, ebenda, Serie 3, Bd. 27, S. 92—94, 1918.] 
Bei H’(x) = g(x), ist der Satz im folgenden genaueren enthalten: 
Wenn das Polynom g(x) vom Grade nur reelle Nullstellen hat, so 
hat G(x) == [g(x)]* + g(x) héchstens »-+-1 reelle Nullstellen (2 >n-+ 1 
fir n=>2). Es seien %,,°%, ..., %, die verschiedenen Nullstellen 
von g(x), 

gle) = a(e — %)™ (% — x) (Bm), 


a) Nullstellen von G(x), die zugleich Nullstellen von g(x) sind, 
sind in der Anzahl ” — k vorhanden. 

b) Eine reelle Nullstelle von G(x), die keine Nullstelle von g(x) 
ist, geniigt der Gleichung 


2 , 
Se ie oder (Ey e=—a. 


g? a 
Ist also mindestens eine derartige Nullstelle vorhanden, so ist a reell. 
Nun ist 


Eales) une) 


aie 5 My waa ee My, SNe 
~ ae am)? (« — x4)? (E) <0. 


Die Nullstellen von g(x) zerlegen die reelle Achse in k +1 Intervalle. 
In jedem Intervall ist die Kurve y= g’(x)[g(x)]~2. monoton und 
schneidet die Gerade y= —1 héchstens einmal. Die Gesamt- 
anzahl der unter a) und b) genannten Nullstellen von G(x) ist also 


=<(n—k)+k+1. 


1 TOA n 1 
Pow ie P(t () : 2 (ky ( :) 
183. 4A, = BE B; Olz-z) Cn = Riz, 7)- 
Der Ausdruck fiir BX” ist auch fiir nicht ganzes k > m — 1 giiltig. 


134, Y% ©) 
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1—2 
aparece: pS qs 
*~rr-2) 
(a2) a2) 


giltig fir w>0, Re<0; 


i Se heats dag 
pane ca ae: eal ce ') r(4) He mC eit) A(- 7) at, 
@ wo 


giltig fir o>0, Rz>1+ (m—1)o; 


giltig fir w>0, Riz<0. 

185. [Vgl. Laguerre, a.a.O: 1, S. 23; G. Pélya, Aufgabe, Arch. 
der Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, S. 84, 1916.] Die drei Relationen 
der ersten Kolonne ergeben sich aus 183, 38, 8, die vier iibrigen aus 
184, 80 (Variablenvertauschung!), 24. 

186. Wir haben schon vorausgesetzt, daB a,, 2 0 ist. Das Zeichen | 
zwischen zwei reelle Zahlen « und f gesetzt (so: &||/8) soll bedeuten, 
daB « und f# gleiches Vorzeichen haben. Dann ist 


{(— e) || P(= ), 1(0)||P(0), ~— foe) _—|| P(ox), 
H—)|Q(—-1+m—10), f)|Q00), #4) |O(+°), 
H— 4) || R(— 0), (0) RO), f(+00)|RU+m—1.0), 


H(— ce) ||(— 1)" RU +m—10),  f—1) || (—1)"R(F4 oo). 


187. [Laguerre, a.a.O. 1, S. 13—25; M. Fekete und G. Polya, 
Palermo Rend. Bd. 34, S. 89—120, 1912; E. Balint, Diss. Budapest, 1916; 
D. R. Curtiss, Annals of Math. Serie 2, Bd. 19, S. 251—278, 1918.] 
4. aus 38, 2. aus 34, 33, 32, 3. aus 183, 24, III 201 mit Riicksicht 
darauf, daB P(z,w@), Q(z,@), R(z,w) stetig von w abhangen und 


Pz, 0) =f(2), Q(z, 0) =(1+ aris) » REO = (1 2" ( = ) 


ist. Der zweitbewiesene Satz gestattet theoretisch die genaue Er- 
mittlung der Anzahl der Nullstellen von /(z) im Intervall O0<%<1. 
DaB die Methode auch haufig praktisch von Vorteil ist, zeigen 45, 46. 
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188. [G. Pélya, a.a.O.80.] Aus der fir Rz> mo giltigen Formel 


[VI, § 9] 


poeiyp = Soa" ("| [(vo) 


: ‘ Vv 

z z Zz 
=, (3 Se 1) aaa be i m) v=0 Seg i ay 
wm (60) WwW (60) 


oo 


= Of lceher w) e~*@-mo) di} 


- 0 


folgt %2,, <9} (80, 24], aus der analogen fiir Rz > 0 giiltigen 


(= 1)” m! f(—2) SO ae NCS w)e-*2 dd 


See) -E re) 


folgt ebenso %° ., < 97°, endlich aus der Definition von J (z, w) folgt [36], 
daB $° ., = Anzahl der Zeichenwechsel der Folge (0), /(w), ..., f(w@). 


Man beachte endlich (vg]. Lésung 186) 


Le oo) | (ae @), /(0) | (—1)" J(GE So, ) | Tes CS; @), 


{(m oo) | J(0, @), i(+ 00) | J, @). 
189. Man findet [188] 
F(A, @) = A" #0), J", @) = —m A”? f(0), 
Daher ist das fragliche Polynom gleich J(1— z, w). 


190. [H. Poincaré, C. R. Bd. 97, S. 1418, 1883; E. Meissner, Math. 


Ann. Bd. 70, S. 223—235, 1911.] 
_ Ka +2) 
ERASE) 6 « 


Man wahle k geniigend gro8 (187, 3]. . 
191. DaB f(x) = a(a, — x) (4, — %)...(%m— %) ist, 01, Xo, 


{(2) 


Son 


reell und positiv, ist hinreichend [30]; ferner auch notwendig: man 


wahle P(x) = (1-+.)*, k geniigend groB [187, 3]. 


192. Hinreichend: denn e¢~¢#+462* se P(x) e#%- +6" hat nicht mehr 


imagindre Nullstellen als P(x) (Beweisgang 58). 


Notwendig: man 


wahle P(x) =1-+ ex; es folgt, daB (1+ ex)/(x) +e und [e>0]/f(x) 
nur reelle Nullstellen hat. Man wahle P(x) = f(x); es folgt [182], daB 
der Grad von f(x) entweder = 0 oder =1 ist. Im letzten Falle, wo 
also f{(x) =a—bx ist, setze man wieder P(x) = f(x); es ist stets 


(a—bx)(a—bx)—b>0, wenn b<0. 


193. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 21 


S.289, 1913. Lésung von G. Szegé, ebenda, Serie 3, Bd. 23, S.81—82, 1915.] 
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194. Der fragliche Ausdruck ist die Resultante von /(x) und g(x), 
d.h. = 05/(6,) f(62), wenn f,, B, die beiden Nullstellen’ von g(x) be- 
zeichnen. Wenn f, nicht reell, also 6, =; ist, dann wird die Re- 
sultante >0. Wenn fj, f, reell sind und die Resultante <0 ist, dann 
muB sg /(8,) = — sg f(z) + 0 sein [8]. 

195. Der Fall » =1 ist klar. Wenn n = 2 ist und die Nullstellen 


von P(x) mit x,, x, bezeichnet werden, x, =-x,, dann bestimme man a 
T1t+2Xs 


2 
so, daB a<x,, [P(x)dx=0. Es geniigt also, den Fall n=3 zu 


a 
betrachten. Wir nehmen zundchst an, daB die drei ersten von 


ere Niistellenaw.. Xe, 2-6, %, VON (%), 4) SX, >: EX, SVON- 

einander verschieden sind, *,<%,<%,;. Man bestimme 6 so, daB 
ee) 

Hy <H%y—O<x%y<%y+d<%, und /P(x)dx=O0 ist, dann a s0, 


%,-6  go~d 
daBa< x, und [ Plx)dx =0 ist. Das Polynom Q(x) hat dann sicher 
a 
die Nullstelen x=a, x=x,—0, x=x%,+ 6. Wenn ferner 1 un- 
gerade ist, so ist die Existenz einer vierten reellen Nullstelle von Q(x) 
deshalb gesichert, weil die imagindren Nullstellen von Q(x) paarweise 
auftreten. — Hat P(x) eine mehrfache Nullstelle, von der Multiplizitat 
m = 2, so wahle man dieselbe als a, und Q(x) wird mindestens m + 1 =>3 
Nullstellen haben. — Das Gleichheitszeichen wird z. B. erreicht fir 


P(x) = x(x — 1)? (w — 2)? (x — 3)? ... (x _ awe n ungerade, 
P(x) = (% —1)? (x — 2)?(x — 3)? ... (x -- ay n gerade. 


196. [J. Schur; vel. C. Siegel, Math. Zeitschr. Bd. 10, S.175, 1924.] 
Durch Multiplikation der Ungleichungen 


; 2 flat? selao 
1 + |z,|=<2Max(1, |2,|) = 2e *9 , v==1,2,..., » [1152] 


folgt 


Via 
1 finel ile?) 40 Ataf, it 
[[t+|a) are cr) finenneo 


= 214 ]a,? +]aP+ + la? [II 69, III 122]. 
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Polynome und trigonometrische 
Polynome. 


1. Die Nullstellen von T,(x) sind cos (2v — 1) ce , die von U,(x) 


sind cosy Da Bs con We 


IU 
m+ 4 
2. Identisch mit 
cos(m + 1)3 = cos#cosnd — sind sinn# , 


sin(n + 1)? = sind cosn? + cos# sinn?. 
3. In den Differentialgleichungen 


2 9 asinnd 
ae = — n*cosn, ai pee 


fiihre man die neue unabhangige Variable cos? = x ein. Spezialfall 
von 98; vgl. Lésung g). 
4. Setzt man x = cos#?, so lauten die fraglichen Integrale 


a 


Det =| cosmd cosnbdd,  Umn = [sin (m + 1)Psin(n + 1)0d0. 
0 


0 
& 2 IU 
Es ist alsO-tnn = Umn =O, Wenn m2n, und fan = Unn = 5 fiir 
It 
N>O0, bg =, en ae 


Die in der Aufgabe genannte Orthogonalitatseigenschait bestimmt 
die Polynome T,(x) und U,(x) bis auf einen konstanten Faktor. Sie 
ist gleichwertig mit der Bedingung 


AC 
yi— #2 


K(x)dx=0 bzw. ie — #2U,,(x) K(x) dx = 0 
il : St 


fiir alle Polynome (m — 1)'™ Grades K(x) (vgl. S. 94). 
5. Spezialfall von 98; vgl. Lésung a). 


VI. Abschn., Lésungen 1—12. 267 


6. [Jacobi, J. fir Math. Bd. 15, S. 3, 1836.] Aus 5 folgt durch 
partielle Integration, da sdmtliche Ableitungen von (4 — x2)"-#, die 
von niedrigerer als der m' Ordnung sind, fur x= —1 und x =1 ver- 
schwinden, 


Pa(®) = : " 2\n—- 
Oy eg Teer peureree ite et ‘ab 


i 


7. |cosnd? | =1, n=1, 2, 3, ...; das Gleichheitszeichen gilt nur 
dann, wenn n# gleich einem Vielfachen von z ist [1]. Aus 


solos ali ae at) = cosn? + cos oe 
sind? nd 


folgert man ferner mit Hilfe vollstandiger Induktion die zweite Un- 
gleichung. Hier tritt das Gleichheitszeichen nur fiir |cos?|=1 ein. 

8. cosy? ist ein Polynom »y*" Grades von cos?; cos’? ist ein 
Kosinuspolynom »* Ordnung. 

9 sin in (y + 1)3 

: sind 

ist ein Sinuspolynom (y + 1)'* Ordnung. 

10. cospi cosgd, cospdsing}, sinpdsing), p, gq ganz, p=O, 
g=0, sind trigonometrische Polynome (p + q)** Ordnung. 


- ist ein Polynom v'" Grades von cos#; sin? cos’? 


11. Es ist 
a a2 — Zz” : 
cos = A sinv?} = > , £=e?,° »=0)1,2,...,% 


Einsetzen dieser Ausdriicke in g(#) und Multiplikation mit e”” liefert. 


{ 
Ge) tA wt SG: latte fat tt wlan — 2), 


Es ist 


vi v —¥ 
ty = Hing ay = a, y=0, OA SOE (eal te 


ferner ist u, =A). G(z) ist genau vom 2n*8 Grade (und verschwindet 
nicht fiir 2 0), wenn g(#) genau von der n‘ Ordnung ist. Dass 
Umgekehrte gilt auch. 

12. Es sei G(z) = % + u,2 + Uyz* + --- + Ue,2"; dann ist 


Uy = Urn, y=0, 1, 2, ..., 2m, 
so daB u, reell ist und 


—1 ' m-1 
(9) — Ut, = e- 9? Su, e”® + Han _, 2n- 0) 2K Du, eir-m? 
v=0 at 


ein trigonometrisches Polynom n‘* Ordnung mit lauter reellen Koeffi- 
zienten darstellt. 


268 Polynome und trigonometrische Polynome. 


13. Es sei z, eine von 0 verschiedene Nullstelle von G(z). Dann 
ist 22"G(zo')=0, dh. G(z')=0, so daB %)' (das Spiegelbild 
von z, in bezug auf den Einheitskreis) gleichfalls eine Nullstelle ist. 
Durch Differentiation zeigt man auch, daB, wenn z, eine k-fache Null- 
stelle ist, % 1 ebenfalls eine solche ist. Hat ferner G(z) die k-fache 
Nullstelle z= 0, so erniedrigt sich der Grad von G(z) beim Ubergang 
ma 22"G(z-1) genau um & Einheiten [d. h. 2"G(z-1), als Polynom 
2n'*? Grades betrachtet, besitzt & Nullstellen im Unendlichen]. 

Die Nullstellen von G(z) liegen also spiegelbildlich in bezug auf 
den Finheitskreis. 


14. Bezeichnen z,, 2, ..., 2, die Nullstellen des in 11 definierten 
Polynoms G(z), 2 +0, »=1, 2, ..., 2m, dann sind die Nullstellen 
von g(3) 


1 
J, = — logz,, 0O= RO, =< 22x, 4b De. a, Hb< 


15. Mit den Bezeichnungen von 11 muB identisch in « und B 


2n 2n 
uy dre m(a-2*\e00- Ea. pb ee (a -f) 
k,1=0 7=0 k=0 
gelten. Es ist 
n+1 i le 
1—(—1)-* 
aT = = agen ee LUE aed 
v=0 agree 
folglich 
; re 2n é : 
ways uz oe! n) (a— P schio> anise oa 
k=0 k,l=0 
k+1 
2n 
ag ott (a) 
ge ae 
k=0 
. Man hat offenbar 7,,=0 fir gerades, y,,4 0 fir ungerades 
l--k. Hieraus schlieBen wir, da 
2n 
Pert ye Hei? 
k,l=0 
k+l 


ein Polynom von e*~”) 


ist, und auBerdem, daB 


sein soll, daB u,u,=0, wenn J — k ungerade 


1 
n+41- 


(n-+1)ujp—=uU,, Up=O oder = 
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Die fraglichen trigonometrischen Polynome sind also durch tolgende 
Bedingungen gekennzeichnet: 

4. Sie sind Kosinuspolynome und enthalten entweder nur Glieder 
mit ungeraden oder Glieder mit geraden Vielfachen von #. 

2. Ihre tatsdchlich vorhandenen Glieder haben alle den gleichen 
Koeffizienten aT , mit Ausnahme des absoluten Gliedes, das, soweit 

1 
n+41 


Die Anzahl von derartigen trigonometrischen Polynomen betragt 


Jal el. 


vorhanden, = ist. 


Beispiel: 
— 1 sin+1)6 
8 (9) Vn sing ~ [16.] 
16. Die erste Summe ist, wenn man z ~é® setzt, 
1+ 2— 22841 
= apa oA CN ees oR eS eee 
= R(§ + z+ 227+ 2") = FR (1 — 2) 
id i’ geal 
a 2 ER he oil =)e 
<a cet 
2 (. 2_—¢2 
Ahnlich berechnet man die drei anderen Summen. — Man kann den 


Beweis auch durch vollstandige Induktion fiihren. 
17. Nach der letzten Formel von 16 ist der fragliche Ausdruck | 
shops? tial 
ai Nentaiae sina? sin(m +1) 3 
ge cina o g sin 0 


(Oder durch direkte Rechnung.) Fiir 0 = 0 folgt, daB die Summe der x 
ersten ungeraden Zahlen gleich der n‘*? Quadratzahl ist. 
18. Durch Kombination von 16 und 17: 


$44 + cosd + cos 2h + ++ + cosyd) 
v=l1 


‘ o\? 
We sree o P sin(m + 1) 
sch ae a 2 . 
7=0 2 sin— pis 


= ‘ \ 
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A 18: 1 ai 1, 2 LY alia Bae 
—18: 1. »——,, a4 DDH: > 
19. Aus 16—18: eyerer y Fs 
y=4,°2,..., 7—1 -und ails VAS parse an 
ott Sk spt i (ibe cove uaretaaee ng 
BN ea i NH) 1,2”n-+4,...,; 4. WR Wks 
ia the Raa tine Oe peed y=1, 2,.... 2”, alle doppelt, mit Aus- 
n 
27 
nahme von y=n und v=2n; 6. »——, v=1,2,...,, alle 
n+1’ 


doppelt. 
20. Aus 16, 2. oder 1. 
21. Die fragliche Summe ist 
n+1 
Sisinvd teen! 


oO oO 
= oO = sin®(n ++ 1) ey [16]. 


22, [L. Fejér, Math. Ann. Bd. 58, S. 53, 1903.] Aus 18. 
23. [Vgl. T. H. Gronwall, Math. Ann. Bd. 72, S. 229—230, 1912.] 
Nach 16 ist 


nm+4 
cAGeO) sin — Ae 


Ce 


sin — 
2 


Dieser Ausdruck verschwindet nur an den in der Aufgabe genannten 
Stellen im Intervall O<%<a und geht dort abwechselnd vom 
Positiven ins Negative und vom Negativen ins Positive tiber. Wenn 
n gerade ist, so verschwindet er auch fiir ®=a. Der Punkt x=2, 
y = 0 ist aber fiir die Kurve y = A(n, x) Symmetriezentrum [29], also 
keinesfalls Maximum oder Minimum. 


24. [D. Jackson, Palermo Rend. Bd. 32, S. 257258, 1911; T. H. 
Gronwall, a. a. O. 23, S.231; die Gleichung Max A(n, 3) = A(n, 4) 
nN 
riihrt von Fejér her, vgl. D, Jackson, a. a. 0. Nach 20 ist 


A(n, @r+1) 7) . A(n, (2 —41) a) 


Que (Qr #1) 5 

adA(n, 3) 1 
= qe at = — 5 sin(n +1) 0 tg ae 
(2 ¥-1) —— (2¥- isa 
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n+1 TU 
— sin(n +1) 8 ts AN aS nei) g 9 
2 ( § D § h 4 t ) 


x ccd 
nh 
P? 41 


3 ty Ba a.nd ea We 
Im letzten Integral ist sin(m +1)#=0, der Klammerausdruck ist 
positiv, weil ctgx fir O<x%< = monoton abnimmt. 


25. (L. Fejér; vgl. D. Jackson, a.a.O. 24, S. 259; T. H. Gron- 
wall, a. a. O. 23, S. 233.] Nach.24 ist ’ 


spk It 7t 
A(n, 2) > A(n,2) = 4(n—1,2). 


Betreffs des Grenzwertes lim A(, 4) vel. II 6. 


Nn>'C 
26; [W. H.-Young, Lond. M: S. Proc. Serie.2, Bd. 11, S. 359, 
1913.] Nach 16 ist 


; sins # sin" "9 
== — a [19, 23]. 
sin — 

2 


27. [W. H. Young, a.a.O.26.] Es sei n=3, x, A ganz, 1<%<A 


= eae Dann ist [21] 
oe 3) 
2a 2n Nn, 
is eee a eee = at 
B(n,1.27,] Bln x2 AL ad 
*n+1 
22 
7 ae 4) 
== - |{sno+ sin2? + --- +sinn? + ssa a9 <0. 
a 


. [W. H. Young, a. a. O. 26.) Nach 27 ist 


B(n,x), wenn  ungerade ist, 
Min B(n, 3) = ( i 


mu < 
wenn » gerade ist. 


n+1 
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Im ersten Falle hat man 


eG 
Bl) =o lelicses ase eh 


Fir »=5, m ungerade, hat man sogar 


13 1 


Im zweiten Falle ist 


WA 
B(nn —)- Bln +4, aoa ae 


d. h. fir n=4, m gerade, gilt 


IU 4 4 
aes. us =—1. 
Bln, » 77) > a at eat eae 
Fir = 2 ist . 
21 Pig Al 4a jie eh 3 
—— |} = — — SS  — —  —  — = Gl. 
B(2, =) COS as chil COS, Reg ree 


29. Im folgenden ist »=0, +1, + 2, +3,... zu setzen; solche 
Symmetrieelemente, die durch Bewegungen der Ebene der Bildkurve 
nicht zur Deckung gebracht werden kénnen, sind besonders erwahnt. 

4. Die vertikalen Geraden x*=2ua und x = (2m —1)a.sind 


Symmetrieachsen; 6, = b, = b,=---=0. 
2. Die Punkte x =2na und x =(2n—1)a der Abszissenachse 
we= Orsind SyMMetriezentia, dy =a; == 0, == Gy — se =O 


3. Die Bildkurve wird nach Horizontalverschiebung um a und 
nachfolgender Spiegelung an der Abszissenachse mit sich selbst zur 
Deckung gebracht (die Abszissenachse ist _ ,,Gleitspiegelachse‘‘) ; 


My = Ay = by = hy Op dg =U, Se = OF 
, 4a. Die vertikalen Geraden + =a sind Symmetrieachsen, die 
Punkte «= (n+ 4)”, y=0O Symmetriezentra; 5, =0,=b,=-:-=0, 
Ag = 4, = 4, = +++ = 0. 

4b. Die vertikalen Geraden x = (m + 4)” sind Symmetrieachsen, 
die Punkte x =z, y= 0 Symmetriezentra; a) = a, = dg = a, =+:-=0, 
by = by = b,=+++=0. (Rein geometrisch keine neue Symmetrieart 


gegentiber 4a.) 

5: Schon die Halfte von 27 ist Periode; a, =}, =4@,=b,== a, = 08 
=-+-++=0. Die Symmetrie besteht bloB in der Invarianz bei Horizon- 
talverschiebung um ganzzahlige Multipla von a. (Rein geometrisch 
keine neue Symmetricart gegeniiber der allgemeinen Fourierschen Reihe.) 

(Es gibt auBer den 5 hervorgehobenen noch 2 (durch Spiegelung 
an der x-Achse bewirkten), also insgesamt 7 Symmetriearten fiir perio- 
dische ,,Bordiirenmuster', d. h. 7 verschiedene Bewegungsgruppen, 
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die eine unbegrenzte Reihe dquidistanter Punkte und eine hindurch- 
gelegte Ebene mit sich selbst zur Deckung bringen.) 

30. Die 2%-+-1 ersten Fowrierschen Konstanten von /(#) sind 
gleich den entsprechenden Koeffizienten von /(#) (mit den Bezeich- 


mungen yon 11: a,—A,, 24, = 4,, 26, = p,, v= 1,2,...., ), alle an- 
deren sind gleich 0. 
31. 


(2cos5 = (e248) = Sir) tat (esa) 
aS u(t T_ S1()cos(— r)o. (III 117.] 
y=0 = 


32. Multiplikation mit cosu#? bzw. sinn?, n=0, 1, 2, ..., und 
Integration zwischen 0 und 272 liefert, daB die Fourierschen Kon- 
stanten von /(#) mit a, a,, b,, a, by, ... tibereinstimmen, d.h. daB 
die Fouriersche Reihe von /(#) mit der gegebenen trigonometrischen 
Reihe identisch ist. 

33. Man entwickle die Funktion /(#), definiert durch 


u—vD 


(9) =) 2 | 
0 , fir #=0 


fir 0< 0 < 2z, 


in eine Fouriersche Reihe. 
34, Direkte Ausrechnung der Fourierschen Konstanten liefert die 
erste Reihe. Setzt man hier #=0 und zieht die so erhaltene Reihe 


ab, so folgt die zweite Reihe. 
35. [G. Szegé, Math. Zeitschr. Bd. 9, S. 163, 1921.] Nach 34 ist - 


pi 


2 
= eS nm? ay [17]. 
») ia —1 sin? 


36. Daf die Sinusglieder sowie die Kosinusglieder ungerader Ord- 
“nung verschwinden, folgt aus 29, 1.5. Es ist 


sf 


—C, = * fi cos2nvdid = 2/10) cds anode = 
-23] ito+9)-1f +5, -9) 
~((2+2 — +0) +4(%2 += —#)lcos2nd av. 


Pélya-Szegé6, Aufgaben und Lehrsatze II. 18 
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Im Intervall 0, me ist cos2”% positiv, ferner gilt [II 74] fir irgend 


eine, im Intervalle a, 6 von oben konvexe Funktion /(x), wenn 
ax<x—vcx—u<x+u<x*x+vu<bd ist, 


(v + u) f(x — v) + (v—w) fe +2) 


fea 20 , 
iene, eee 


also, was geometrisch auch sonst klar, 
f(x — v) — f(x — u) — f(x + u) + f(x +2) =20. 


37. Beweis wie in dem Spezialfall 35 durch Benitzung von 36. 
38. Mit den Bezeichnungen von 26—28 ist [34] 


vd 
sua dee 25! pee ise DM ae 


ee 
a — VY It 
Ferner ist 
4 n 
M,> = {D. ine se 
IU Tt =| v 
0) = 


39. Setzt man z= e'? und 
| yb 42+ x g22 f 2+ 4 xyz"? 
=A) +A, cos P+ py sind-+A,cos27+ u,sin2%-+ --- +2, cosnd-+ u,sinn?, 


so ist 
dg = |%o/? + [a F + fae? +--+ +] nl 
¥(Ay 4 fy) = Kg Xy tb Hy Sag ie: HMw Xn; » oa 2 aoe We 


’ 


es ist Aq + tly = 2%) %_, +0. (Fir % = %, =%, = -:: = x, folgt hier 
aus ein neuer Beweis von 18.) 

40. [F. Riesz; vgl. L. Fejér, J. fiir Math. Bd. 146, S. 53 —82, 4916. ] 
Das in 11 definierte Polynom G(z) setzt sich aus folgenden drei multi- 
plikativen Bestandteilen zusammen, von denen einer oder auch zwei 
fehlen kénnen [13]: 


k 


[[e-to.  [Je-+)(«-4), oz, 


w= 


b SeeZl yee 
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wo hk, l,-r ganz, k20, 120, r=0, |[f,|=1, O<Jat<4, 
H=1,2,...,%, y=1,2,...,1 und c beliebig komplex. Die Null- 
stellen -C. = ¢; «von G(z) auf dem Einheitskreis entsprechen den 
Nullstellen %,, von g(#) im reellen Intervall.0<0<22. Und zwar 
tritt, wie man durch Differentiation der Identitat g() = e-'"” Get”) 
einsieht, eine Nullstelle Cue Pu von G(z) mit derselben Multiplizitat 
auf wie die entsprechende Nullstelle %,, von g(#). Wegen g(%)=0 
mu8 also jedes ¢, von gerader Multiplizitat sein. Es sei etwa 


bo| 


k 
TT@-6) = [[@—- 6,0. 


weal w=l 


Hieraus folgt 


ee =e. 
cima) =te [Tie a ers 


41. [40.] Das Polynom G(z) besitzt in diesem Falle lauter reelle 
Koeffizienten, so daB die komplexen Nullstellen ¢, und z, paarweise 
konjugiert auftreten. 

42. Man kann irgendeinen Linearfaktor z— 2% von h(z) durch 
1 — 2% z ersetzen, weil auf dem Einheitskreis |z— |= |41 — 2)2| ist 
[III 5]. Hierbei kann auch z = 0 sein. 

43. Auf die in Lésung 42 gesagte Weise lassen sich samtliche 
Nullstellen von h(z), die dem Betrage nach kleiner als 1 sind, ent- 
fernen. Der Bedingung 2. kann durch Multiplikation mit einer passend 
gewahlten Konstante y, |y| = 1, Geniige geleistet werden. Aus III 274 
folgt iibrigens, daB dieses Polynom h(z) eindeutig bestimmt ist. 

44. Die fragliche ganze rationale Funktion zerfallt in Faktoren 
der Form (x — x)? +43, %9, Yo reell. Man beachte die Identitat 


(pi + qi) (Ps + qs) = (Pi be + 9192)” + (D192 — bo 91)". 


45. Die fragliche ganze rationale Funktion zerfallt in Faktoren 
der Form 


(% — %»)? + ¥8, Leva reels %+%, 4, =0. 
Man beachte die Identitat 
i+gte«it Pie+e+*e+ s)] 


=[(#+(B+8 + (i +s) (+ 5)] 
+ a[(8 + @)(2+3 + +5) (+4). 


Es ist ferner 44 zweimal anzuwenden. 
18* 
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46. [M. Fekete.] Setzt man P(x) fir das fragliche Polynom, so 
wende man 41 auf P(cos#) an und beachte 8, 9. Es ist 


P(cos#) = | A(cos#) + isin} B(cos%) |?, 


wo A (x) und B(x) Polynome mit lauter reellen Koeffizienten bezeichnen. 
47. [F. Lukdcs.] Es sei P(x) vom Grade-2m. Nach 41 ist 


P(cosi) = |h(et*) 2 = |e #m” hie”) 
e~im4 hei) — A(cos#) + isind D(cos¥) , 


2 
’ 


wo h(z) ein Polynom 2mte. Grades mit reellen Koeffizienten, A(x) 
vom Grade m, D(x) vom Grade m—1 ist. Ist P(x) vom Grade 2m +1, 
so ist 


P(x) = (% — &)Py(x) = (% + 1)Py(x) + (— & — 1) Py(x), 
oder 
P(x) = (8 — x) Py(x) = (B — 1) Py(x) + (1 — x) P(x) 


mit &<-—1 bzw. B=1, wobei auf P,(x) die vorige Uberlegung an- 
zuwenden ist. . 

48. [Ch. Hermite, Aufgabe; Interméd. des math. Bd. 1, S. 65, 1894. 
Lésung von J. Franel, E. Goursat, J. Sadier, ebenda, Bd. 1, S. 254, 
1894.) Nein. Im gegenteiligen Falle kénnte namlich 


x? +e => A(e)(4 — x)*(1 + x) 


geschrieben werden, «> 0, A(e)=0; es ist hierbei «1 + P<2; a, B 
nichtnegativ ganz, so daB die Gliederanzahl fiir jedes ¢ genau 6 ist. 
Hieraus folgt, x= 0 gesetzt, daB A(e) fir 0<(e<1 beschrankt ist. 
LaBt man nun « derart gegen 0 konvergieren, daB lim A(e) = A existiert, 
und zwar in allen 6 Gliedern, dann folgt 


x? = > A(A — x)*(1 + x)8. 


Fiir « = 0 fithrt dies auf Widerspruch. 
49. [f. Hausdor}}, Math. Zeitschr. Bd. 9, S.98—99, 1921.] Erste 
Lésung. Es geniigt, die folgenden beiden Spezialfalle zu betrachten: 
1. P(x) ist linear: 


P(x) = ye (4 — x) + oe (4 +2). 


a 


2. P(x) ist quadratisch, P(x) = a + 2b(1 —x)+c(4 —x)?, c>0, 
ac — b* > 0. Man setze mit noch zu bestimmendem #, p ganz, p=>2, 
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ar Pls) =a Sf) — 2) (b+ 2 
+200—ay2 (0 f)a x14 oye 
+e(t—aja (2 Aha aRoAU ce ates 
=a pat HON 2) + app? 


Hierbei ist 


(vy) = ap(p — 1) + 40(p — 1)» + 4cr(» —1) 
= 4cr? + 2(2bp — 2b — 2¢)y + (ap? — ap) 


ein Polynom zweiten Grades in v, das definit positiv wird, sobald 
genug groB, namlich so gewahlt ist, daB 


4c(ap? — ap) —(2bp — 2b — 2c)? = 4(ac — B*)f? 4+ --->0. 
Zweite Lésung. Man fiihre mittels der Gleichung 
(4+x)(4+2)=2 


z als neue Variable ein. Es sei P(x) vom n*" Grade. Dann ist 


P (=) + = 10) 


ein Polynom ‘* Grades, f(z) > 0 fiir z> 0. Folglich gilt fir geniigend 
groBes ganzes # die Darstellung 


#2) (4 apn = BiAaz*, 
A,=0 fiir «=0, 1, 2, ..., p [Lésung V 187]. Hieraus folgt 


4—x)\ /1+ x\" 5 S 
ax f[ yf SS 2 > AI — *)7 1 ner 
P(e) = (4) (“EA = 2-9 Baati— aye +9 
50. Erster Beweis [L. Fejér, C. R. Bd. 157, S. 506—509, 1913; 
Gleichheitszeichen wird nicht diskutiert]. Setzt man 


BA el , Qn 
= —_ > 5 yes wasnt s Viet Deine yt 
anti St tere 
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dann ist [vgl. III 6] 
RO (z) <n +1, |z|<4, 


ferner [vgl. den zweiten Beweis] 
O(2) = 142 ap 2282 ln ie til: Galea eta 
Es ist fir 0 7 <1 


dy + Ayr + dar? + +++ Py 
= 5m [ne | 2ycos#-+ +--+ -}- 27" cosnd) dd 
wt 


2a 2a 
= a fo [RQ (ret? )] dd < (nm + 1) ag [ 600) 0— sate 
0 0 


Man lasse 7 gegen 1 konvergieren, um fiir g(0) die gewiinschte Ab- 
schatzung zu erhalten. Man betrachte ferner g( + 0), H fest. 


Zweiter Beweis [L. Feér, C.R. Bd. 157, S. 571572, 1913]. Es 


geniigt, g(0) =” -+41 zu beweisen. Setzt man #, = v as ¥=0,1,250.0, 7 


’ 
dann ist see 
n n z 
> coskd, = >'sinkd, =0, Reas1, Dee 
v=0 v=0 
weil: ja . 
2 ae = ink 
De e =—*_, =0 
7=0 Soe J 
g | —e n+1 


ist. Man hat also 

8(0) + g(A)) + B(H.) + +--+ 89.) =n +1, dh. g0)<n+1. 
Gilt hier das Zeichen =, somuB g(,) = g(3,) = --- = g(9,) =0 sein, 
d. h. a besitzt dann die wegen g(#)=0 doppelten Nullstellen 
0b, = vy — = ae PNP pedantic Diese Eigenschaft, zusammen mit der 
Bedingung 4,=1, bestimmt g(?) eindeutig. [18.] 


Dritter Beweis [L. Fejér, a.a.O. 40, S.65—66]. Nach 40 hat 
das allgemeinste trigonometrische Polynom g(#) von der fraglichen Art 
die Form 


(9) = [xo etx ae zee 


dg = |%o® + |i? + |xgl? 4---- +x, = 1 [39]. 
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II 80 liefert fiir jeden Wert 3 = 3, 
(Be) < (m+ A)( x0] + [xa]? + [aal® +--+ lanl) =n +4; 


das Gleichheitszeichen gilt nur fir %,=ye-*%, y—0,1,2,...,n: 
4 
ly| = ===: 
jn+1 
51. [L. Fejer, a.a.O. 40, S. 73.] Es ist 4, + iu, = 2% 9%, und 
2 |q%n| =< |%ol* + |%n|? =|]? + |x? + --- + [aa = 
Gleichheit gilt nur fir x,=*,=---=x,.,=0, |%|=|%,| = : 


y2' 
d. h. fir g(#) = =|t- Peper || 4: 


52. [L. Fejéry, a. a. O. 40, S. 79.] Nach 39, 40 handelt es sich um 
das Maximum von 


4 | 9%, + %y Hq + +++ + %p-1%n/? 


unter der Nebenbedingung |%q|® + |x|? + |x|? +--+» + Ja)? = 1. Man 
kann sich auf reelle %o, %1, ¥2, ...,%,, beschranken. Das Maximum von 


| 
2 | %o 4 4 Me + +++ + Hp_1 Xn | 


ist [vgl. Kowalewski, S. 275] gleich dem Betrag der absolut gréBten 
Nullstelle der nea aie D,(f—h) von VII 70, f(#) = 2cos%, 


doh. gleich “kh, , = 2 cos———— a 


53. Es sei h(z) =c(1+2,2) (1+-22)... (4+ 2n2), |2,| <1, =1,2,...,”, 
c reell, c>0. Nach II 52 ist 


sa |e! ++ 2z,6° Pada 0, 


ya | 06810) 20 = log c?. 


54. Man erhdlt sdémtliche trigonometrischen Polynume g(#) von 
der fraglichen Art, wenn man g() = |h(e")/? betrachtet, wobei 


A(z) = (A +2, 2)(4 + 292)... (A 4 2p 2) = %q + Hy 2 + Qe ++ + Hye” 
und %,%,...,%n beliebige komplexe Zahlen bezeichnen, die dem Be- 
trage nach <1 sind. Daher ist fiir |z|<1 


[i (2)| (4+ 4)" = 2". 


Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn alle z, gleich und vom ab- 
soluten Betrage 1 sind, wenn ferner z = 2, ist. ? 
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55. Es ist 
h(z)<(A4+ 2)", 


also 
2 2 oe 
= |x? + bal? + lat +o tbls 1+ (4) + (5) +. +(") 


[I 32], Gleichheitszeichen wie in 54. 
56. Wie in 55: 


lA, = i My | =2 |XX = Ky My 4-1 spe ete Nae tal 


sal*P+ (Vt lt (ecigl(l|—2lee)- 


57. Erster Beweis. GemaB 40 und 39 folgt aus g(#)=0, 


Ay = 0, 
e(0) =| 4 +" + x 6**? 2 x emt? 2, 
lao + [m2 + laa)? + + [mal =0, 
dish. igerin ge wyie= see el) 


Zweiter Beweis [L. Fejér, a. a.O. 50, zweiter Beweis]. Man 
schlieBt wie in Lésung 50, zweiter Beweis, daB, wenn 


22 
vo, = oer SoS = ) Tie: ety 
a ial ees n 


gesetzt wird, 


8(0) + g(91) + g(s) + --- + B(Fn) = 0, 


(0) = g(A,) = g(P_) = --- = g(Pn) = 0 


g(?) hat somit die Nullstellen 0, 3,, %,...,0%,, und zwar wegen 
g(?) =0 alle doppelt. Nach 14 folgt hieraus g(#)=0. 


Dritter Beweis. Vollstandige Induktion. Fur 2 = 1 ist 


d. h. 


A,cos? + mw, sind = 722 + u2 cos(d — 9), ted, = ae 
1 


also die Behauptung klar. Fiir » >1 ist, wenn g(3)=0, 
gra) BO) tat) 


=/,cos20-+ uysin23-+ A,cos49+pu,sin4 d+ --. 
+ Ag, cos2p9 + Myysin2p?, 


p= 

eo 
von 20, und zwar ohne absolutes Glied. Aus e*(0) =0, g(#)=0 
folgt auch g(#)=0. 


, ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom #'* Ordnung 
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58. [L. Fejér, a. a. O. 40, S. 67—68; a. a. O. 50; zweiter Beweis, 

S. 573—574.] Wenn g(#) +0 ist, dann ist m>0, M>0 [57]. Man 

wende.60 auf +” 1, Mos) 
m M 


59. [L. Fejér, a. a. O. 40, S. 69.] Man wende 58 auf 


an, 


Q40 
(0) — 5+ [ea 
0 


an. 
60. [L. Fejér, a.a.O. 40, S. 80—81.] Es sei g(#) + konst. An- 
do) +m Mz (9), 
wendung von 51 auf ea stat oO 
g au ieker bzw Moai: liefert 


y2i+esiim, yR+425M—-A, 
M 
jet e@< ae < Max(m, M). 
61. [O. Szdsz, Miinch. Ber. 1917, S. 307—320.] Nach 40 kann 
n 
M — S(d, cosy} + mw, siny 9) = | % + x12 + %e2% + +> + ye |? 
a4 
gesetzt werden, z = e*”, woraus [39] 
V2; ob pos 2 (lao| |] + [aa] lea] +--+ + [¢n-r| [enl), 
y=1,2,...,” 
folgt. Es ist ferner 
M = |xo? + |xif? + --- + [an]? 
folglich 


SVE Tis eal + bel to + be — (ea + a + oo + fa 
cs <(n+1)M—M=nM. [II 80.] 


62. [Tschebyscheff, Oeuvres, Bd. 1, S. 387—469. St. Pétersbourg 
1899; vel. L. Fejér, a.a.O. 40, S. 81—82.] Hat P(x) lauter reelle 
Koeffizienten, so wende man 60 auf das trigonometrische Polynom 
P(cos9) = 2!-"cosm? + --- an. Hat P(x) beliebige komplexe Koeffi- 
zienten, so 1aBt es sich in solche mit’reellen Koeffizienten zerspalten: 
P(x) = P,(x) +7 P,(x), wo der Koeffizient von x" in P,(x) wiederum 1 
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und P,(x) von (m — 1)*™ Grade ist. Aus | P(x) |? = [P,(x)]? + [P2(x)? 
folgt 


1 
Max | P(x) |= Max| P,(x)|=S-7> —fa*ee1: 
Gilt hier das Zeichen =, so mu8 P,(x) =2!-"T,(x) sein und an 


jeder Stelle, wo |P,(x)| sein Maximum erreicht (an + 1 Stellen), 
muB P,(x) =0 sein, d.h. P,(x)=0. Besagt etwas mehr, als der Grenz- 


fall in III 270. 


63. Bei der linearen Transformation (x —a«)—1=y geht 


2 
pee 


das Intervall « <*x=<f in das Intervall -—1=y<1, ferner P(x) in 
ESS *)"00) iiber, wo Q(y) dieselbe Form in y wie P(x) in x hat. 


64. Man kann annehmen, daB Bf >0, «1 =—f, d<2f ist. Wenn 
P(x) irgend ein zulassiges Polynom ist, dann ist 


P(x) + (—1)"P(—%) _ { Q(x*), fir gerades w, 
Bh Ase 2 > le Q(x), fiir ungerades n, 


wobei Q(&) ein Polynom rel Grades von =x? mit dem héchsten 
Koeffizienten 4 bezeichnet. Die Variable x durchlauft die beiden Intervalle 


: 2 
afieee= %, “axsp, die Variable ¢ das Intervall (2) =f=p, 


sob 


n 
[E| 
Es ist somit [63], wenn man 2 UF = mu setzt, 


= Max|Q(6)|=u, 


ad 


Plx) + (=1)"P(— x) | 
25 Max|0@)|=—u, 


2 


(*) Max| P(x) |= Max 


je nachdem gerade oder ungerade ist. Dieselbe Abschatzung gilt 
ten 
somit fiir “,. Andererseits sei Q,(¢) das Polynom a Grades mit 
dem héchsten Koeffizienten 4, fiir welches Max | Qo(é) | = ist [62, 63]; 
man setze P(x) = Qo(x*) bzw. %Q,(x?), je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist. Es ist 
Mn = Max| P, elm, 
— 0 < ML, 


je nachdem m gerade oder ungerade ist. 
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In dem ersten Falle wird yu, erreicht, und zwar nur fiir P(x) = P(x). 
Ist namlich Max|P(x)| = mu, so ist nach (*) auch 


i P(x) + P(— x) P(x) +- P(— *) 
2 2 oF 


Ma =, "also ONS tl 


Man hat ferner 


ae + P(—x,) 


2 | ce 
n : a 
an = -++1 verschiedenen Stellen x, des Intervalls 3 ats B. Nun 
gilt aber 
be Pes ied _|Pt)| +1P(—») eb 


d. h. P(x,) = P(—x,). Das Polynom (nm — 1)" Grades P(x) — P(—x) 
verschwindet somit an » + 2 Stellen, P(x) = P(— x) = Q,(x?) = P,(x). 
65. Es sei M = Max|Q(z)| fir |z|=1. Das trigonometrische 
Polynom (n + 1) Ordnung 
a(i+ 4 eae) 
ist nichtnegativ, hat das absolute Glied 1 und das héchste Glied 
az coin +1) 8 [51]. Vel. III 269. 

66. Wenn der Punkt P eine beliebige Strecke der Geraden g durch- 
lauft und P, ein beliebiger Punkt im Raume ist, dann ist PP, => PP, 
wenn Pj die Projektion von P, auf g bezeichnet. Das fragliche 
,minimum maximorum“ kann also in beiden Fallen nur fiir solche 
Punktsysteme P,, P,, ..., P, erreicht werden, die in derselben Ebene 


liegen wie die gegebene Strecke bzw. der gegebene Kreis. 
67. Aus der Lagrangeschen Interpolationsformel erhalt man 


Qevitan i(*) a fl) bya. oh ¥y ae. 
fH) ¥—% fe) % — He L (%n) % — Hn” 
pe ORAND 8 a oil, 


Vergleichung der Koeffizienten von x"~1 liefert o,. Fur k = 0 erhalt 
man ferner mittels Entwicklung nach fallenden Potenzen von x 


4 = f(x) (o9%-1-+ 0,%7? + 0,%-3 + ---). 
Der Koeffizient von x~"-! liefert die Rekursionsformel 


Ay Onah + %4Ongh-1 + °° + 4n-19R41 + nn = 0, h=0, 


284 
so daB 


68. [I. Schur.] Die Nullstellen des Polynoms 
Me 0, (6) mio 1S 2 oe 
bare Funktionen von «. 
ferner durch Differentiation /'(x,)x,(0) = —1. 
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Ay On +4, On-4 =0, 
Bone, +410, + 495n-1 =0, 
Ay Ggn—2 + 9% O2n-3 1 °° TF 4n-19%n-1 Sw, 


Ay Gon-1 + 4 Sgn-2 ft ++ + An-1On-2 + An On_-1 = 0. 


f(x) ++ « an, differentiiere nach « und setze nachher «= 0. 


69. Man setze in (*) (S. 87) P(x) =x" f(x- 


und 7 =—1. Es ist 


P(— 41) et : 
Sa )(A+ %,) Taye 4yuen ee + (—1)"%1%... 


70. Es sei P(x) das fragliche Polynom, 


Aus 


f(x) = (% — %) (% — %) (% — xX) ... (% — Xp). 


pa) — STP) _1@) 


0 f (%») xX — ky 


folgt durch Vergleichen der Koeffizienten von x” 


—1 P(x,) “ rl 
Ts —— ] 1=M =z 
ait alpine Selaistees > i @)| 


wenn M den gréBten von den Betragen | P(x,)|, »=0, 4, 2, 
bezeichnet. Es ist 
| f(x») | =e | (%» — Xo) (%, — %)-°° (%, — %y—1) (%» — %y41) ++ (x, — Xn) | 


71. 


72. 


Sri(n—yr)!, 


4 i 
SEN )| = ag oa =F 


Eales) co (He ea ee 1 8, 
yi-# 
; 4 
Unle,) = (—1)r1 28 at eae 


I(x) + 
n; sie sind fiir genigend kleine « differentiier- 

Es ist x,(0) =%,; aus /[x,(c)] + «= 0 folgt 
Man wende 67 auf 


1)4.(—1)"-14, %.. 
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73. [Vgl. I. Schur, Math. Zeitschr. Bd. 4, S. 273—274, 1919.] Fiir 
w= 2. n—1 ist 


a 3 
AW. — nf = Thad) = (ayn, 
ferner 
d s 
re [Un_4(%) (x? — nif = +2U,_,(+1) = 2” bzw. (—1)"2n. 
74. Aor —1)| == Keema Hnenss) voisai} 2 n 
a ee ° nde Sait, irri L. 2 


75. Die letzte Gleichung besagt, daB die héchsten Glieder der 
beiden Polynome P(x) und Q(x) einander gleich sind. Dann schlieBt 
man aus der vorletzten Gleichung, daB auch die zweithéchsten Glieder 
einander gleich sind, usw. Anders-gesagt: Wird 


P (x) = Ay x” - a,x"? ae c > = an-1% ee an 


gesetzt, und sind die Zahlen cp, c,,...,¢n gegeben, so werden die Ko- 
effizienten dp, a, @, ..., 4, aus den Gleichungen 


PO (%p) =m! a, =Cn, 
PO-D(%__1) =! Ayp%n-1 + (n —1)! a =H her 
Pm) © =nagat | +(m—A)aat +--+ a1 =e, 


1 


+s $an-1% +4 = 


P(%o) = ay xo + ax 


sukzessive eindeutig bestimmt. 
76. [G. H. Halphen, Oeuvres, Bd. 2, S. 520. Paris: Gauthier Villars 


1918.] Es ist A,(x) durch die Bedingungen 
A,(0) = Aa(1) = An(2) = +: = An (He — 1) =0, An'(n) = 1 


eindeutig bestimmt. Offenbar ist A,(~) =1, 4,(x) =% und A,(1 + %) 

erfiillt allgemein die dem Polynom A, ,() auferlegten Bedingungen. 

Folglich gilt 
An(%) = An-a(* — 1). 


Aus dieser Rekursionsformel folgt durch sukzessive Integration 


et n-1 
Ay(a) = = —* ’ m= 41,2, 354; <5. 


Nachtragliche Verifikation durch Differentiieren ist einfacher. — 


Anders bewiesen in III 221. 
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77. Aus 71 folgt mit den dortigen Bezeichnungen 


n 


ee Bo Dy 4)"-1/4 = PN 


y=1 


m—1 
at oie Ae 2"-1_ Gleichheit gilt hier dann und nur dann, wenn 
n 


also |a |< 


V1 — x2 P(x,) = (—1)"1 7, |v] =1, yi AQ) een 


ist. Durch diese » Bedingungen ist das Polynom (m —1)*" Grades P(x) 
eindeutig bestimmt. Da yU,_,(«) diese Bedingungen erfiillt, so mu8 
PR) =U ese aseln 

78. Durch Vergleichen der héchsten Glieder in der Interpolations- 
formel 73 erhalt man fiir den héchsten Koeffizienten a, von P(x) die 
Darstellung 


, n-2 n-1 m-1 
ay =~ —[P(t) + (— 1)" P(—1)] + = — >) (— 1)" Pls). 
v=1 


 n n 
Ist also |P(x)|=1, —1<%*<1, dann ist 
gn-2 gn-1 
ee? «(nw — A) 2tet, 
| |= n = ps (4 — 1) = 2 


Das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn 
£1) Pt a yy PG) a8 
vy SAI, Senay ovigiasy 


ist. Durch diese »+1 Bedingungen ist P(x) eindeutig bestimmt; 
yT,(x) erfillt aber diese Bedingungen, also mu8B P(x) = yT,(x) sein. 

79. Wenn P(z) ein Polynom (m — 1)'*® Grades mit dem héchsten 
Koeffizienten a bezeichnet, dann ist [74] 


4 n 
ao —— n > é,P(é,) . 
y=] 


Ist also | P(z)|<4 fir |z|=1, so ist 


Das Gleichheitszeichen tritt nur dann ein, wenn P(¢,) = yé,, 
y= 1,2, ..., ",|y|=4, doh. P(z) = y2"-! ist. 


VI. Abschn., Lésungen 77—84. 287 


80. Aus 71 folgt fiir x, = cos | 
n 


n 


[Piaf SS SAT a te), 


n X% — KX» nN 
v=1 


d. h. nach 7: | P(x) |<; Gleichheit nur fiir P(x) = yU,_,(x), |y|=1, 
x—=1. Ahnliches gilt fiir Mi esa Puts tees USS Xi) 
1 
1 hat AAS no 2 oe 
> a man //4— x? x sin Poses + | 
1. [Vgl. M. Riesz, Deutsche Math.-Ver. Bd. 23, S. 354, 1914.] 
Man Sothe 80 auf 
Pee eo) 
P(z) = P(costy—= ang 22: [9.] 
82. [S. Bernstein, Belg. Mém. 1912, S. 19, vel. M. Riesz, 
a. a. O. 81; der hier angewandte Kunstgriff riihrt von Feéry her. Vel. 
M. Fekete, J. fiir Math. Bd. 146, S. 88—94, 1915.] Nach 81 ist 


|S’(0) | = |e(9) | =n 


83. [A. Markoff, Abh. der Akad. der Wiss. zu St. Petersburg, 
Bd. 62, S. 1—24, 1889.] Man wende 82 auf P(cos?) und 80 auf 
n~1P’(x) an. Das Gleichheitszeichen kann nur dann eintreten, wenn 
n4P"(x) = y U,_,(x), |y|=4, d.h. P(x) =c+yT,(x) ist, ¢ eine Kon- 
stante. Wegen |c+y|<1 ist c=0. 

84. Partielle Integration liefert 


1 1 
1. a 2 " y = (sy 4)” [ 2 Pie 
it —— (x? — 1)”"]x ar (x? — 1)” Fe 7 AX , 


Qn! dx” 


da sdmtliche Ableitungen von niedrigerer als der n‘* Ordnung von 
(x2 — 41)" fiir x = 1 und x = —1 verschwinden. Hieraus folgt, daB 1. 


(S. 91) erfiillt ist und 2. ebenfalls, da nach 1. 


: i 
. 4 a” : y (2n)! I 4 q” a 
= n es — n nq 
Ila an ae Qny le rn! qe 1)") «dx 
1 _ 


] 


fa — x7)"dx 


=! 


‘(2n)! 
~ 2204 12 


ist; 3. ist klar. Der Koeffizient von x" in P,(x) ist 
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85. Aus 84 folgt nach der Leibnizschen Regel 


4 < n! apt | , 
P,(x) = eae Goo Gece Ula orl oe We 


=() 


86. Es ist [III 117] 
2 aaa oe i ae 
1 % +4 H— A , "(a /% +4 be ee < 
mal Sele e*) V/ 2 +) nine ‘} ae 
0 


“ASCE Ca SWE Cay 
-SONCHy te) " 


1=0 
87. Es sei Rn der Koeffizient von x” in P,(x), k, = (2%)! [84]. 


Nye 


2" n |2 
Man stelle das Polynom (nm — 1)'***° Grades P,,(x) — a * Py_1(x) als 
nm-1 . 
lineare Itombination von Legendreschen Polynomen 
Rn ‘ 
P,(%) — h % Py _4(%) = Cy Po(%) +, Py(x) +--+ + Cn—y Pn_1(*) 
n-1 
dar. 1. (S. 91) ergibt c,=c,=---=c,_,=0. Aus P,(1)=14, 


P,(— 1) = (— 1)” [85] erhalt man c,_, und ¢y_,. 


88. Gabe es noch ein Polynom S;(x) von der genannten Be- 
schaffenheit, dann ware 


1 1 1 
(Srl) —Sn(x) Pax = | Su(%)[Sn(x)— Si(x)]dx — [S3(x)[Sy(x) —SE(x)]dx 
-1 =i 24 


= Sa(t) — Sa(4) — [Sp(4) — Sa(1)] = 0, 
d.h. S,(%) = Sz(x). Man setze nun 


Salt =D, P(x), K(x) => P, (ce) 


Wenn die Gleichung 


ue 
n 2 n 
/ Sp(x) K(x) dx = S'—"_ 5,4, = Kay = St, 
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identisch in ¢, t,, ¢,,...,¢, bestehen soll, so muB s, = at sein, d. h. 


Sle) = 3 Pale) +> Pale) + 5Pale) to + EAP), 


Es sei ferner 
(1— x)S,(x) = Up Po(x) + UP, (x) + +++ + UnP(%) + Unt 1 Pn+r(X) - 
Aus 


[t- x)S,(x)x"dx =0, y=0,1,2,....%—1:n7=1 
schlieBt man “4 =u, =---=4%,_,=0. Setzt man dann x=1 und 
x =-—41 und beachtet, daB : 


P(t) =1, Pa(— 1) =(— 1), S(t) = SEP sa) = (aye 24 


so ergibt sich 


"y2v-+4 nm +4 P,(x) — Pyy3(x) 
a ae ee oe ee 


. (Christoffelsche Formel). 
89. Man setze in 88: ‘K(x) = (1 —x)x”, dann ergibt sich 


1 
[ (4 — 4%) Spx) "dx =0, Vie OACQ Fi, WA? in = 1. 
~i 


Es ist [Lésung 88] 


1 
1 2 1p 
"+4 fip,e)— rol +4 plan 
4 


n+1 2n+1 
2 2 


i 
fu-ats,@yPas = 
1 


n+1 
a 
90. Partielle Integration liefert 


We (1— 2) Pi) cise 1 — 22) Pilx)-vxr-1dx 


~ [200 f (at) oxr- 1) dx =0, 


y= 0, 1, 2, Sats fant, 
Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsatze II. 19 
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ad : ; 
d. h. Te (1 — x?) P(x) = cP,(x),c konstant. Die Konstante c bestimmt 
man z. B. durch Vergleichung der Glieder n‘*? Grades. 
91. Der Koeffizient von w” in der Entwicklung von (1 — 2xw + w*)-? 
nach wachsenden Potenzen von w ist sicherlich ein Polynom n‘** Grades 
in x mit positivem héchsten Koeffizienten [S. 91, Bedingung 3.]. Nennt 


man es P,(x), so gilt identisch in wu und v 


k=0 1=0 - 
1 = 
dx 4 1+ Juv eG, 
=f = ——lo “== uy 
imams Juv Sac, eres 


[S.91, Bedingungen 1.2.]. Die erzeugende Reihe ist auch aus 84 direkt 
herzuleiten [III 219]. 

92. a) Man lese III 219 in umgekehrter Richtung. 

b) [III 157.] In umgekehrter Richtung verlauft die Rechnung so: | 


4 


Dy | (+= 1 cosg)" ap -w" = ~[- ZA = 
n=0 1) 


= A (x+)x? —1 cosy)w 


Dieses Integral ist = (1 — 2xw + w®)~? fiir geniigend kleines positives w 
und fir x>1 [III 149, » = 0}. 


c) Es sei F(x, w) = >'P,(x)w" gesetzt. Dann ist 


n=0 


Sm Pyle) — (2m — 1) x Pa-s(2) + (n — 1) Py o()] 04 


OF 
2% —2xw + w)— +(w—2)F=0. 
Cw 
d) 
Dillt = a9) Pilla) — 2% Pi (x) + (0 +1) Pa(e)] w* 
cr OF C(wF 
= (1 — x?) Ox? = A ee aaa 


93. Aus 91 folgt 


1 1 1 


V1 — 2cos0-w + wv tr Vi — ew yi—e-*w 


(St 3 ee (2R—1) T1123 0: (le to ee 
-(> Oy ata Sg ewe 


k=0 1=0 
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Also nach Ausfiihrung der Multiplikation [I 34] und Vergleichen der 

Koeffizienten 

P,, (cos) = go 8nC0snD + g, 2__, COS (nm — 2) 9+ go2n--cos(n— 4) B+ --- 
+£n8) cosn®, 


wenn der Kiirze halber 
&o = 1, so == 


gesetzt wird. Daraus folgt 
| Pn(cos) | = go8n + 81 8n-1 + B28n-2 + °** + Bn8o = Pal1) = 1. 


Das Gleichheitszeichen kann nur dann gelten, wenn n#, (m — 2)%, . 
gleichzeitig gerade oder ungerade Multipla von a sind, d.h. nur fir 
e—ka, k ganz. 


94. Wenn man x=1+é, &>0 setzt, so ist 


= 4—w 4 
a > P. — ee, — = — — 
n=1 a) ox v1 am w)? — 2 Ew |: pom PY ge Bn 
(4 — w)* 


ie x :arsln nd) (Ake y 

bea De Al eek ee ae 
Die Potenzreihe w(1 — w)-? =w+2w*+3w*+.--- hat lauter posi- 
tive Koeffizienten. 


95. [L. Fejér, Math. Ann. Bd. 67, S. 83, 1909.] Nach 17 und fII 
157 ist 


P,(cos#) + P,(cos#) + P,(cosd) + --- + Py(cosd) 


Besser) 
-2/ ee eae 
i sin 5-12 (cos# — cost) 


dt. 


a 


96. Fir x«=1 ist P,(x) >0. Fir x< —1 ist sgP,(x) = (—1)", 
und | P,,(x)|=|P,(—x)| wachst monoton mit » [94]. Es ist P,(—1) 
= (—1)” [85]. 

97. Spezialfall von II 140: a=—1, b=+1, f(x) = P,(x). — 
Anders aus 84 und V 58, oder aus 85 und V 65, oder aus 90 und III 34, 
oder aus 90 und V 120. 

19* 


1 
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—4 n dad” 
98. a) (1—x)*(1+%)" Pro? (x) ca ae ax" 


(1—2)°* 814 a)T, 


der Koeffizient von x” in P(x) ist 


» enone) = Sete) (tee 


hieraus folgt 


(Say rege ayes (Pain) wes mgs) 


I 
3 
mane 
R 
SS 


c) Pye) 


22 
4 w+4 i Es 
ee ee 


wenn x in der langs des Intervalls —1, +41 aufgeschlitzten Ebene 
liegt. Hierbei sind diejenigen Bestimmungen der Quadratwurzeln bzw. 
der a-ten und f-ten Potenz zu wahlen, welche fir x >1 und »p=0 
positiv ausfallen; fiir x20 muB « ganzzahlig sein (8 beliebig), fiir 
Rx=0 muB £# ganzzahlig sein (a beliebig), fiir imaginares x gilt die 
Formel ohne Einschrankung. 


d) Pi P(g ) = (AMA, 4 BOP) DOA) — C&A p(y) | 


endian ae 

is 2n(n + «+ 8) ; 
Boe _C— & 2n+a--B—4 
‘ 2n (n+a+f)(2n+a+ 6-2)’ 


ie soe thar Ast) (te A PBZ eee) -. ’ 
SST WW & =f) On on ype) rt a TES BO, 


e) S%**)(x) sei das Polynom n'* Grades, fiir welches 


St 1— x)" (4 + x)? Sx) K(x) dx = K(A) 
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gilt, K(x) ein beliebiges Polynom nt Grades. Es ist 


n 


Ost e oR een ot 8 + 1) (a, B) 
4 a we Nat io +p+n” 
Rapes tet lta, 8) 
a1 _atott — Mntatpt2) ** Oop papa et) 
2°87 2n+a+f+2I(0+1)l(n+p+1) ran 


(Christoffel sche Formel) ; 


1 
Dea) (h + ESO SO yay 


0, wenn m2n, 


~ 2-%-B In+a+2)In+a+ f+ 2) 
[a+ 1)P(2n+a+B8+2) Inm+1ln+p+1)  ’ 
wenn m=n; m, n=0,1,2,...; 


g) (1 — 2) Pe (x) + [B — & — («+ B + 2) x) P(x) 
+n(n+a+B+1)P? (x) =0; 
h) 
ae? 
yi —2xw+w? 
= Px) + PY (x) w + Poo? (x) w? + + + PHP (non + ...; 
i) Die Nullstellen der Jacobi schen Polynome sind reell, einfach 
und liegen im Innern des Intervalls —1, 1. 


Beweise ahnlich wie in 84—91, 97. Beim Beweis von c) schreibe 
man zunachst b) in der Form 


rerio SCSI!) 


v=0 


4 x1 \Wre *—41-\"t? dz 
eS ar ees 


~ 271. 


(4—w+ j1—2xw4+ w*)-*(1+w+4 /1—2x%w+ v2)? 


Man integriere langs der Kreislinie | z| = 2| x? — 1|~?; der Integrand ist 
regular im Innern, stetig auf dieser Kreislinie (7 = 1). 


4 ee 
99. a) SL (a) ee en 7 se ak 2 


der Koeffizient von x” in L{*(x) ist 
(4a 


k= 
= n! : 
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b) a= eter 


y | 
v=0 
hieraus folgt 


o n+ oa\. 
PSL 
' a) nL (x) = (— # + 2n + @ — 1) LO (x) — (n + & — 1) Ly ole), 


n= 2, 3,4 
e) Si (x) sei das Polynom n‘™ Grades, fiir welches 


. 
‘pin “o\;s} (ohne 


fe-#xasi@ (x)K(x) dx = K(0) 


gilt, K(x) ein beliebiges Polynom n'*" Grades. Es ist 


o aed (x) 
a (BCR ms ks 
Sx) =a De) = Tey erpererer 
T'(« +1) - I'(a~ +1) ie 
(Christoffel sche Formel) ; 
f) 
s 0, wenn m2n, 
exe SONS (xn)dx a= eat 4 4 
H (*) eer ik wenn m=n, 
m,n == 0,2, See 
g) x LO" (x) + (a 441 — x) L(x) + n LO (x) = 0; 
h) 
Wai 


(1 — watt Ly? (x) + LY?(x)w + LY (x) w2 + + + L(x) w™ $5 
i) die Nullstellen der (verallgemeinerten) Laguerreschen Polynome 
sind reell, positiv und einfach. 

Beweise ahnlich, wie in 84, 85, 87—91, 97. 


100. a) ear (jee 
; ‘= in) ateingas ; 
hieraus ergibt sich tibrigens durch Differentiation 


H,,(x) — x Hy(x) = (n +1) Hnyi(x), 
woraus fiir den Koeffizienten von x” in H,,(x) 


kn re, (= ve 
n! 
folgt ; ' 
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d) »H,(x) = —xH,_,(x) — Hy_,(x), N=o2, It4,.. 55 


e) S,(x) sei das Polynom nt Grades, fiir welches 


gilt, K(x) ein beliebiges Polynom n'™ Grades. Es ist 


AS , (2%)! 
Sule) == Dy (— 10" 51 Holt) 


_(—1)P+1 (20-41)! Hap sal) 
j22 2? p! % 


g) Hy n(x) — x H;,(x) + nH,(x) = 0; 


[p= 2 (Christoffelsche Formel) ; 


WaT RA) 4 Be) + Bleue too tH 


i) die Nullstellen der Hermiteschen Polynome sind alle reell und 


einfach. 
Beweis von a), d), e), h), i): ahnlich wie in 84, 87, 88, 91, 97; 


g) schlieBe man aus a). 


4 
101. Aus Lésung 98b); wenn man (4 oa 4—e, t=1-— a 
setzt, so ist namlich 


lim beh B) Bee TT Sains 99 b)): 


Pvtoatiee *) (6 1)" “9 (n —\v) | 
102. Es ist 
IZ 70 n(E) attetdx =o, k=0, 1, 2,....9—-14, 


‘weil der Integrand eine ungerade Funktion ist und 


See) ge 2 Be ’ 
fern n(Z)athaxmatrfev 1 Diy) yk-tdy=0, k=0,1,2,...,9—1 


; ects 
nach der Definition von io Hy). Es ist also L{ o(2) = konst. H,,(x). 
‘ 
Ahnlich zeigt man: a Lh (=) = konst. Hz,,,(*). Den konstanten Faktor 


erhalt man durch Vergleichen der Koeffizienten von x24 bzw. x21} 
[Lésung 99 a), ee 
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103. Setzt man 


P(x) =>)” = * P,(x), 
v=0 


1 
[(P@Pdx=G+8+48+--+h=1. 
=| 


dann ist 


Ferner ist nach II 80 


Pets Se (Pl = 1224 Pep. 
v=0 


In dieser Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen bei einem beliebigen 
‘2v+1 
2 


Wert x=-x, nur fir 4,=7 Pyxa)s; ee Ca A eee 


wo ¢ gemaB der Bedingung &2@t+#+86+--.-+ 2 =1 zu bestimmen ist. 


Vgl. ferner 93. 
= ee 4 CHES 


104. Setzt man 
1 : . 
[(Q—*)[P@)Pdx=G+h+8+-- +h =1 [89). 


au! 


Ferner ist nach II 80 


Pane 8S 7 SP = > ISP. 


Es ist [Lésung 88] 


dann ist 


n+ 1 


Sn(1) ae ’ S2(— 1) = & ad ps 2 


Die Schranken werden fiir ¢, = = S,(+1), »=0, 1, 2,...,” er- 
Vv 
reicht, wo ¢ beidemal so zu bestimmen ist, daB8+@+8+4+.--+£=1 ist. 
105. Es ist (103, Lésung 98 e)] 
Max [RGSS (1 


Aes a OA dnd ees fea n+4 
2°4F 2n+oa+B+2 [(o+1)1(n+B+1) nba acl 


pe ey (1) — pi 6y (1)). 
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Aus Lésung 98g) und b) erhalt man 
pA’) — n(n+a+f6+41) Pe Py) = n(n+oa+f6 +1) (" tte 


2(a +1) 2(% +1) - 
und also 
| (aA) eee is oo + BZ) 
Max [P()I = Sn) = peaeei Tat lear h HA) 
{ y2ar2 : 


 2e+B+1 To, + 4)1 (0 + 2)" 
Es ist ferner 
4 I'(n + B +2) Ueto Petia) 
2*+8+1 TB +41)0(6B +2)0(n+1)0 (n+ 0+1) 
4 n2Bb+2 . 
WEA BE DIR 2) 
Fir «=1, f=0 erhalt man 104. 
106. Man erhalt wie in 103 [99] 
Tn +o +2) n*+h 
T(« +1)I(a +2)I'(n +1) ™~ Te 4)T («+ 2) 
107. Es ist [103, 100] 


Max [P(— 1)? =S@ (1) = 


Max [P(0)]? = S® (0) = 


(—1)?*? (26 +1)! 


Max [P(0)]? = S,(0) = ae 2 pl op+1(0) 
Taal ear: Ag Be _ {| 
an 2°4---2p P= lis 


Nach II 202 ist 
Max [P(0)]® = S,(0) © = Yn. 


108. [F. Lukdcs, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 299, 304, 1918.] Spezial- 
fall von 110: «=f=0. Beim Beweis sind 103, 104 zu benutzen, 
105 nicht. 

109. [F.*Lukdcs, a. a. O. 108.] Es geniigt, die eine Ungleichung zu 
beweisen; man ersetze namlich dann P(x) durch —P(x). Man kann 
ferner annehmen, daB m= 0 ist. Wenn a<&<6 ist, dann ist [108] 


Ps 


Hieraus folgt 


Peosit, [Pete M< 
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110. Wir setzen [47] 
P(x) =(A(x)2 + 1 — [Bio P+ (14+ x)[C()P + (1 — *)[D@P, 


nN 
wobei A(x), B(x), C(x), D(«) Polynome bzw. vom Grade B =the 


4) 9-1, tet) = g—4. \t|-1=0-1 sind. Nach 105 ist 
2 


also, Si”) (4) = S&%) gesetzt, 
P (1) =[A(1)}? + 2[C(4)]? 
2 S18) fu —x)*(1-+4+x)8[A (x) Pda + 2 SAT) jae a)*(1+ x)P+1EC(x) Pd 
== 


= 
ze Max Sy 2.5 age fu — x)*(4 + x)PP (x) dx 

=i 
= Max |S oS ae | 
111. Wir setzen [45] 

P(x) = [A(x)]}? + (B(x)? + x {[C(x)? + [D(x)}?}, 

wobei A(x) und B(x) Polynome vom Grade I =p, C(x) und D(x) | 

= ‘| sind. Nach 106 ist also, S\*(0) = Ss 


Polynome vom Grade fs 
gesetzt, 


P(0) = [AOE + (BOP s St [em*x (CA) + (BON ax 


= Sy fe 24% P(x)dx = SM, 
112. Spezialfall von 111: «=0. 
113. Man wende 112 auf 
P(e +2) 
fe-*P(% + & dx 
0 


an. Es ist 


P(é) 7 ({#] + ) [era +é)dx= (4 + 1) é [e-# P(x) ax 


Siebenter Abschnitt. 


Determinanten und quadratische 
Formen. 


1. Die Vertauschung zweier Nummern in der Numerierung der 
Ecken kommt auf eine simultane Vertauschung von zwei Zeilen und 
zwei Kolonnen hinaus. Gibt man gegeniiberliegenden Ecken des Okta- 
eders Nummern, die sich um 3 unterscheiden, so ist die Determinante 


OPE O's A 
Od 61 ee Os) 
01 EO eine 0 
Deeded ol ar 
ib KOs SE a ay gl 
Amel sOnr lad 0 
Die Determinante fiir das Tetraeder ist = — 3, fiir das Hexaeder = 9. 


2. Man addiere die mit — a, multiplizierte erste Zeile zur zweiten. 
Vollstandige Induktion liefert 


(a fa by) (a, ig by) on (4, me bn) 2 


3. [Cauchy, Exercices d’analyse et de phys. math. Bd. 2, Zweite Auf- 
lage, S.151—159. Paris: Bachelier 1841.] Man subtrahiere die letzte 
Zeile von den »—1 vorangehenden. Dann kann man aus den Ko- 
lonnen bzw. die Faktoren 


1 1 1 { 
Ay + 6,’ TaN ES a Aatsby eG An, + dy’ 


und aus den Zeilen die Faktoren 
An —G,, Gn— Go, «01, Gn—G4n-y, 1 


vor die Determinante ziehen. In der verbleibenden Determinante 
subtrahiere man die letzte Kolonne von allen vorangehenden und 
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ziehe aus den Kolonnen bzw. Zeilen die Faktoren 


b, — b,, bn — 5g, hemer 9 bn — On-1, At 
4 1 1 


eoey rock pean Oto ahd 1 
A, + by? ag + On’ An-1 + On 


heraus. Es verbleibt ein (n — 1)-zeiliger Eckminor der gegebenen 
Determinante. Vollstandige Induktion. 
4, Spezialfall von 3: a4, =/4, b,=p—+a-~ Es ist 


(2+ a)I(3+0)---L[(n+1+ 0) 
Tin +2+ 0)I(n +3 + &) --» T(2n+1+ 0)" 


5. Durch zeilenweise Multiplikation [vgl. auch II 51, VIII 2] von 


ce ("7 ")ar?, celeae ae (— 4\i=2 


D,(o) =[1!2!--- (n—1)! 


2 w-1 
1 .be; baste aan 


> %ur Vu 


Po Pim, p2Oe | 1 By Be a 
| bo 21% pan | O48 65 2 As 

Oy Oy" oy | | Br BY is 
— pe at Drs ee Pon as Ost obs Os" : ps Bs? Pan a 

ant os a || Be oBipuemn pe 
Die Summation ist hier iber samtliche Gruppen nichtnegativer ganzer 
Zahlen 4, ¥, .... % Mit OS, << +--+ <yq erstreckt. Samtliche 
Glieder der letzten Summe sind nichtnegativ; es gibt darunter auch 
positive, wenn unter den Zahlen 9, ~,, f,, ... mindesteris ” nicht 


verschwinden. 

7. [A. Hurwitz; vgl. O. Holder, Leipz. Ber. Bd. 65, S. 140—120, 
1913.] Subtrahiert man in der auf die angegebene Art mit x versetzten 
Determinante D(x) die erste Kolonne von den folgenden » — 1 Kolonnen, 
so verbleibt x nur in der ersten Kolonne; daher ist D(x) linear in x, | 
D(x) =D+xA4. Fir x= —a und x»=—b reduziert sich D(x) auf 
das Produkt der Hauptelemente: 


D— Aa= (rn, — a) (1, — @) «++ (tn — a) = f(a), 
D — Ab = (r, — b) (y, — b) --- (Tn — 6) = f(0) . 
Im Falle b=a [M. Roberts, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 3, 


S. 139, 1864] ist die Determinante = /(a) — a/’(a), wie auch sonst leicht 
ersichtlich. 
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8. [Z. Muir, Amer. Math. Monthly, Bd. 29, S. 12, 1922.] All- 
gemein ist 


YP h he aes hn 
89 h oh oh 
CeO Xt ON, 0x, 
O(Phy Pia» ---» Pin) derail Cp Of Of,  Ofn |. 
Os Me, ess) Xn) CWen 0%, Ox. OX, |’ 
0p &h ah, ah 
OX%n OXn O%Xn O Xp 


in Anwendung hiervon ist die vorgelegte Determinante =A?, multi- 
pliziert mit 


ad—bc ab ea 

—d dO) 00 
C0" Tei Oe 3.4 - 

b Ome 51g 0 

| —a 00 0 14; 


9. [Aufgabe, Collége d’Aberystwyth; Mathesis, Serie 2, Bd. 3, S. 79, 
1893. Lésung von Retali, usw., ebenda, S. 172.] Die fragliche Deter- 
minante gehdrt bei reellem /, m, m zur quadratischen Form 


(9 — 2) (tty tay t2(2 424 4) (Ix -+ my +2), 


die fiir 9 = 2 gleich 


ind i ait 
a(t 2a 2) xt my+n2) 


Abr )o+ (orale 


i} (En)os babe 
-$\G at wo pa UES eh 
ist. Ihr Rang ist also fiir g = 2 kleiner als 3. (Der Rang ist = 2, aus- 


genommen, wenn /?=m?=7n?; dann ist er =1.) Man setze ferner 
o = (o — 2) + 2 und entwickle nach Potenzen von @ — 2. Es ergibt sich 


(g— 2)§+ (24242) (92-2)? +) 7 ,, 1 ed DC aa 
SS ate 
mt 


= (9 — 2)? + 6 (9 — 2)? + (9—P) (e— 2), 
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1 
n 


wenn P= ea a ae as (22 + m? + n*) gesetzt wird. Die beiden 
m 


anderen Faktoren sind 
oP oA eye. 

10. Man ermittle aus dem Gleichungssystem 

(—1)""*S, a Hl) Seay a x3 (= 1} See ee ners are oa x 
( =o, 7) 

den Wert der Unbekannten (—1)%~1S,. 

11. Man kann sich aus Stetigkeitsgriinden auf den Fall beschranken, 
daB das Polynom ay)2"+a4,2""'+---+ 4, m voneinander ver- 


schiedene Nullstellen besitzt. Irgendeine solche Nullstelle mit z be- 
zeichnet und 


Ap” = Xp, az a=, Gs a Nay wey An-9% = %n-9, An-1 = %n-1 
gesetzt, geniigen %, *,, ..., %,-1 dem homogenen System 
reat bd a a a a 
1 2 3 n-1 n 
(24%) ny + 2x + Bay to + Xn—-e + 4n-1= 0, 
% ay as an -2 An-1 
ay a> An 1 
— —% + 2%, =0, ae Nt oo = 0, es Xn—g + 2%p_1=0, 
QQ ay an -2 


dessen Determinante =O sein mu8. Die vorgelegte Determinante ist 
also ein Polynom n‘ Grades in z mit dem héchsten Koeffizienten 1, 
das dieselben Nullstellen besitzt wie ajgz"-+ a,2"-!+ ---+a,. 

12. Es handelt sich um den Rang der beiden Matrices 


0 —a, 4g Ora, “ase 0, 

thes (Oy = az y 10 4a, | —6, 
sat tbe OF =, 00, LOO. 

a. 4%) as GQ; iGo Ge. te 


Die dreispaltige Matrix enthalt vier Determinanten dritter Ordnung 
bzw. vom Wert 


a (aj or as cE a3) , —ax(aj =e as ae a) ? a3(ay at a ate a3) ry 0; 


folglich besitzt sie entweder den Rang 0 oder den Rang 3. Im ersten 
Falle ist die Bedingung der Vertraglichkeit b, = b,=b,;=c=0, im 
zweiten Falle a,b; + a,b, + a3b,=0. Sind die vier Gleichungen ver- 
traglich, so sind im ersten Falle x,, x2, x, vdéllig unbestimmt, im 
zweiten vollig bestimmt. Bei Kenntnis der Vektormultiplikation ist _ 
das Resultat evident. 
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13. Es gilt identisch in z 


12 + ure +... + uinat = (1 — +) b=)... (1— 2). 


Da das unendliche Produkt l [(i —- = in jedem endlichen Bereiche 
n=1 n 
gleichmaBig konvergiert, so trifft dasselbe fiir die Polynomfolge 


4 uf? z + ufr2? + ee. fy 2%, (me Ta ek. 


zu. Daraus folgt, daB samtliche Grenzwerte 


lim uy? = uy, [ves Sl. 2; 3, 
n>co 
existieren, und es ist 
44+ u,z+ ug2z? + ug23 + = wil 1 (: -=) [I 179]. 


Im allgemeinen unterscheidet sich diese Funktion von der gegebenen — 
in einem exponentiellen Faktor e%), g(z) eine ganze Funktion. 

14. Die folgenden Determinanten sind als Determinanten 2‘ 
Ordnung zu verstehen (nicht etwa als solche von der zweiten Ordnung, 
deren Elemente |a,,|, |— |az,.| sind!). Es ist 


(@in) (— Diu) (Qin oe 1 bj) (— brew a tay 4) 
(b; p) (a, rd) (b; A) (a, Pe) 


a“ ib u“ O | 
3 an (e (a; he 1 = [Gin tibay|*| aig — tbiy| = A? + B, 
“ le ie 


wenn man |a;, +%7b,,|=A-+7B setzt, A, B reell. Das Verschwinden 
von A?-+ B? ist aquivalent mit dem gleichzeitigen Verschwinden von 
A und B. 

15. [G. Rados, Aufgabe; Math. és phys. lapok, Bd. 15, S. 389, 1906. 
Lésung von M. Fekete, usw. ebenda, Bd. 16, S. 310, 1907.] Das Produkt 
der drei Glieder 41, @o9 433, 4 423 431, 413 421 43g ist dem der wibrigen 
drei entgegengesetzt gleich. 

16. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 20, 
S. 271, 1913. Lésung von G. Szegd, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 2914, 
1913.) Waren «,, die fraglichen Vorzeichen, so ware nach dem hypo- 


thetischen Gesetz die Determinante |é,,.|, (n=1,%,..,n =! im Wider- 


’ n 


spruch zu dem Hadamardschen Determinantensatz | éu|, 49, n =" 


[Kowalewshi, S. 460], da n" <n!" fiir n=3. Es geniigt tibrigens, den 
Beweis bloB fiir die Determinante dritter Ordnung zu fithren [15]. 
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17. Ist der Nenner 2 — ¢,2-1— c,21-% — --- — cq, so reduziert 
sich das Produkt 
(dp + a2 + agz? + +++ tanz™ + --+) (A — 24-1 — --- — &) 


auf ein Polynom vom Grade — 1. Daher ist in der Produktreihe 
der Koeffizient von 24+” 


(*) An — An+1 — — Ange Oy — *** — Ang gq = 9 


fir n=p—q,p—qt+1, ..., wenn p=g und fir »=0,1,2,..., 
wenn <q. Die Vertraglichkeit der g-++1 sukzessiven linearen Glei- 
chungen, die man aus (*) fir n=, R+1,%+2, ...,k+q erhalt, 
zieht Ait” =0 nach sich. 

18. Aus A“%*? —0, AM +0 folgt, daB L,,,(x) linear abhangig 
von L(x), Ln41(x), ..., Ln4q-1(%) ist [Kowalewski, S.53]. Daher hangt 
L(x) fiir » 2 d@ dinear, yout; (x), La.1(%); 222, Laze-3(%) ab, und me 
Gleichung L,(x) =0 wird durch eine gemeinsame Lésung der q Glei- 
chungen 

La(x) =0, Lagi) =0, ..., Layg-i(%) = 0 


befriedigt. Diese Gleichungen haben, weil Aye. +’ 0) eine Lésung von 
der Form 


%y=1, My = —Cy, Xy=—Cy, ..., Xg=—ly. 
Dies bedeutet das Verschwinden der Koeffizienten von 2+, +441... 
in dem Produkt 

(ay + 4,2 + a,2% + ---) (2? — CG, 21-1 — c,A-2 — ..- — G). 


19. [Kowalewski, S. 80, 109.] 
20. Es folgt aus der Voraussetzung kraft 19 


(Av)? = Am Ames, (Ame)? = Amer Ais, ..., 
(g) 
(Amrits) = Anat AM ne Awe) eA OA, ey 


Also zieht das Verschwinden einer der fraglichen ¢ q-zeiligen Determi- 
nanten das Verschwinden ihrer beiden Nachbarn (ihres Nachbarn) 
nach sich. Ubersichtlicher aus 22. 

21. Klar. Beispiel: A). 


22. [A. Stoll.) 1. aus 19,2. 3. aus 19 und 1. Man beachte die 
,,kreuzformige‘‘ Lagerung der fiinf iz 19 auftretenden Determinanten 
im Schema 21. Um die Giiltigkeit am Kande einzusehen, stelle man 


@_4 VOY 4, 4, 4, ... und eine entsprechende Schragreihe vor das 
Schema 21. . 
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23. (Vel. E. Borel, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 18, S.22—25, 1894. ] 
Wenn in der ersten Zeile des Schemas 21 nur endlich viele von 0 ver- 
schiedene Elemente vorhanden sind, so reduziert sich die Potenzreihe 
4 +4a,2+--- auf eine ganze rationale Funktion. Im anderen Falle 
ergibt sich durch Wiederholung des Schlusses 20, daB es zwei ganze 
Zahlen d und g gibt, 1=q=<k, fiir welche die in 18 erwahnte Situa- 
tion vorliegt. 

24. [L. Kronecker, Monatsber. d. Akad. Berlin, 1881, S. 566—567.] 
Durch wiederholte Anwendung von 22,1. auf 23 zuriickzufihren. 

25. [G. Pélya, Math. Ann. Bd. 77, S. 507, 1916.] Durch wieder- 
holte Anwendung von 22, 1. auf 23 zuriickfiihren! Man stelle die De- 
terminantenbedingungen 23, 24, 25 durch ,,Wege‘‘ im Schema 21 dar. 

(26. Vel. 27. 

27. Wenn der Rang endlich ist, so verschwinden sdmtliche in 23 
erwahnten Determinanten fiir ein geniigend groBes k, also ist die 
Potenzreihe rational. Wenn die Potenzreihe rational ist, so behalte 
man die Bezeichnungen von 17 bei und betrachte die Linearformen 


Ay, (%) = OnXq + On41%1 + On4o%e + °°°5 
die Anzahl der Variablen ist beliebig (nicht unendlich!) groB. GemaB 
den Gleichungen (*) in Lésung 17 ist 

An = Cy Ang1 + Cg Ange + +++ + Cg Ang 


fir »=d,d+1,d+2,.... Daher hangen die Formen Aq, Ag,,,..., 
Aj,,, ¥=4, von den gq letzten unter ihnen ab. Da so zwischen irgend- 
welchen g+ 1 von diesen Formen eine lineare Abhangigkeit besteht, 
verschwinden alle in §, enthaltenen Determinanten von der Ord- . 


nung q+ 1. 
28. Vgl. 29. 5 
29. Es sei, nach Voraussetzung von 28, 
Ap t0,-  ApaAPo Ay ee Apt —--- =0, 
AY = APY Ae Se Se = AWN = 0, Oe 0; 


Es sei ferner der Bestimmtheit halber angenommen, daB 
| 0<9q<?P. 


Aus diesen Voraussetzungen folgt, wenn man die Lage der erwahnten 
_ Determinanten im Schema 21 beachtet, gemaB 22,1., daB 


| AW, = 0 -GAO Lc ts0) AP geartOtos .2-s 


: (™) (q+1) (q+1) (q+1) 
Angi + 0, ; Ap-¢ =0, Ap-qt+1 = 9, 
D. h. die Berandung eines aus lauter Nullen bestehenden unendlichen 


Pélya-Szeg6, Aufgaben und Lehrsatze II. 20 
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trapezformigen Gebietes im Schema 21 muB aus lauter von Null ver- 
schiedenen Determinanten bestehen. 
GemaB 23 ist der Grad des Nenners <q; vgl. zweite Zeile (**). 
GemaB 17 ist der Grad des Nenners =q; vgl. erste Zeile (**). 
Der Nettorang ist < Rang von §,-,, also <q, gemaB Lésung 27. 
Der Nettorang ist =q; vgl. erste Zeile (**). 
GemaB 18 ist der Grad des Zahlers <q + (p — gq) —1; vel. (**). 
GemaB 17 ist der Grad des Zahlers >¢+(p—q—1)—1, da 
Aaty 
A,- qe aa 0. 
Es ist der Rang von §,-, genau =g, also der von § sicher 
=q+(b—49). 
Der Bruttorang, = Rang von Go. ist =p, da AP) +0. 
30. [E. Beke, Math. és term. ért. Bd. 34; S. 25, 1916.] Die ge- 


nannte Eigenschaft der Potenzreihe D3 on it trifft dann und nur dann 


zu, wenn die Potenzreihe ya, z” eine rationale Funktion darstellt. 
n=0 


[24, 26.] In beiden Fallen handelt es sich um dieselbe Rekursions- 
formel zwischen den Koeffizienten a), a,, a), ... . 

31. [G. Pélya, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 24, S. 25—26, 1922.] 
Durch Addition von Zeilen und Kolonnen. Fiir den Fall Q,,(z) = (4 — z)", 
n=0,1,2,... vgl. Kowalewskt, S. 112. 

32. Der Zahler ist vom Grade <q —1, daher ist 


An lg + Any Cq-4 + an42Cg-2 + rey + Ans g-1% = In+g fiir n=O, 1, 2 Cr 


Wird also die A Zeile (Kolonne) von %, mit der mu‘ Kolonne 
von © multipliziert, so entsteht dmii+u-1, 4,44=1,2,...,9, also 
Wr C= Win +1 9 

33. Der Rang sei ry und die Determinente 


Qi», Ay, Aj», 
Agy, Ary, Ay, 

+0, 
Ary, Ary, Ary, 


OS <%y<---<7,. Wenn ¢,f,(z) + cyf.(z) + ---+¢,7,(2)=0, so 


miissen insbesondere die Koeffizienten von 2%, 2%, ..., 2" links =0 
sein. Aus den hieraus resultierenden r homogenen linearen Gleichungen 
mit nicht verschwindender Determinante folgt ¢, = ¢, = -" \== 0, == 05 


Wenn m>r7, setze man 4, %1 + Azy%_ ++ apy %p + Oy 41, 7 %p44 == L, (x). 

Irgend eine Anzahl von Linearformen L,, L,,..., Ly ist, nach Vor- 
aussetzung, von L,,,L,,, ..., L,, linear abhangig [Kowalewshi, S. 53]. Es 
gibt ein Wertsystem x, =c¢,, %;= Cy, ..., %p=C,, %p4,= —1, das 
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den simultanen Gleichungen 
(*) PAs) Omit) 0. .., Ly, (x) = 0 


gentigt; dieses Wertsystem bringt irgendeine Form L,(x) zum Ver- 
schwinden, d.h. es gilt identisch in z 


Cy fy(z) + Cy f(z) + --- + f(z) =fr41(2) - 


34. Aus 33 und den Definitionen. Man beachte insbesondere, daB 
ein N existiert, so daB die Matrices, die aus I (S. 105) durch Weg- 
lassung von N bzw. N+1, N+2, ... Kolonnen entstehen, alle 
denselben Rang, = dem Nettorang von SM, besitzen. 

35. [J. Schur, J. fir Math. Bd. 140, S. 14,°:1911.] Beweis unter 
den engeren Voraussetzungen. Es gibt eine orthogonale Matrix (J;,) 
so beschaffen, daB die erste Form folgende Zerlegung zulaBt: 


> Sainte =D hul (ly4 %4 + 1e%_.+-:- + Ly w%_)? , 
1le=1 


wobei h,, hz, ..., An positive, durch die Form eindeutig bestimmte 
Zahlen, die Eigenwerte sind [Kowalewshi, S. 275]. Aus 


ain =D en ee Afb eA, 2555 ,n 


vy=1 


folgt, 4 = Min(h,, hy, ..., hn) gesetzt, 


n nr n n 
D> Diu diy Ha Xp ene 5 oe 


4=1 w=1 A=1 


=hy Soaurizs( Shah) 


= h (by 1 A bag 9 + ee ={- Ban Xn) a 


Soe hue Ky Ky =D 4X, 


k=0 A=1 p= 


sa 


boiz) ru)| 


36. 


woraus der erste Teil des Satzes kraft 35 folgt. Wegen der Positivitat 
ist 

I Darn ti%e = H+ + + &, 

1 w=l1 

Ey = 04 My + 0% +++ + On%n, 

Gy =O % + Kg 4%, + +++ + On Xn » 

Ey = 0 ay + ony +e + On Xn 

20* 
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Sind in der Matrix (a,) keine zwei Zeilen identisch, so sind keine zwei 
unter den x /-dimensionalen Vektoren (a;, a7, ..., «), v=1,2,..., , 
einander gleich. Es gibt also J Zahlen f’, B”, ..., 6, so beschaffen, daB 
B2+pe+t.--+pO2=1 und o,f’ + a7 B’+---+ 0% BO = y, gesetzt, 
keine zwei unter den » Zahlen 7,, 7o,...,% einander gleich sind; d. h. 
geometrisch: die Projektionen der ” verschiedenen Vektoren auf den 
Einheitsvektor (f’, 8”, ..., 8) fallen alle voneinander verschieden aus; 
oder: (f’, 6”, ..., 6) liegt auBerhalb gewisser 4(n — 1) Ebenen. Man 
erhalt durch eine passend gewadhlte orthogonale Transformation der 
&1, bois see E, in N12. +++5 NI, wobei 


= pF a Wes oe + BOE, = Vy %y t+ YoXeg ++: FYnXn, 
n n n n 
Ds Samy =a tt += Dyarntatut & Pee 


— 
beide Formen rechts sind = 0. Die Differenz exp(y, Yu + @u)— eXp (717) 
setzt sich aus Potenzprodukten von y,y, und aj, mit positiven 
Koeffizienten zusammen. Hieraus folgt auf Grund von 35, ahnlich wie 
der bereits bewiesene erste Teil der Behauptung, daB 
n n n n 
> Se DG Te =P Set xy ay +2 > Oy HEM 
A=1 "= =1 uw=1 =1 w=1 
gesetzt, die zweite Form rechts positiv ist; die erste ist sogar definit 
[V 76]. 
37. Ahnlich wie in 36 [35, V 86]. DaB die Einschrankungen nicht 


tiberfliissig sind, sieht man am Beispiel der Matrix (is is ) . 


38. [R. Remak, Math. Ann. Bd. 72, $.153, 1912; vgl. auch A. Hurwitz, 
ebenda, Bd. 73, S. 173, 1913.] Weil mit f(x) auch f(x + %), % beliebig, 
zuldssig, ist die in der Aufgabe genannte Forderung gleichwertig mit 

ae Ay 
A(f) =f) + F/O +570) +- ‘+S = 1 (0) 20 (baw. > 0). 
Nach VI 44 geniigt es 
n n 
f(x) =(t tae tere + igx")* =o Dhitate 
=0 #=0 
zu setzen, mit beliebigen ¢,,4,,¢,,...,4,. Es ist dann 


n n n n 
= ZAC ty ma Aeerntate. 


39. [Vgl. G. Pélya, Math. és term. ért. Bd. 32, S.662—665, 1914.] 
Weil mit f(x) auch 8 + %),%=0, zuldssig, ist die -Forderung der 
Aufgabe mit 


A (f) = a f(0) + nlo+s Sil (0) ae + jm(0)=0 (bzw. > 0) © 
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gleichwertig. Man setze [VI 45] 
T(x) = (fy + tye + +++ + ty xP)? + x(uy tue tee + Uraynt SF 
i * 4 4] 
aren k 


’ Es ist dann 


Pp ~ tI} & 1 
A(/) = wa tu laty ae itis nitty 


4=0 5 
q- ed -1 
40. Wenn erstens /(x) =(1— x) >" Swjt,,(x—1)’+", %=1, zweitens 
4=0 w=0 
i{x\= (+25 * Shs ta(%-tAyte, x=—1 gesetzt wird, g= feat dann 
0 w= 


ergibt sich aus ats Voraussetzung 


q-1 q-1 
ee Qtutl tly a OF Sf Sarseet t, = =0, 


=0 “=0 4=0 “=0 
also a, = a, =--- = 4-1; =0. Fir ungerades m ist hieraus die Be- 
hauptung klar. Fir gerades » muB noch 
(4) Ag(ty + t% + +> +t”)? + an ZO, 


(2) ao(4 — x7) (uy + myx +---+ SORE teats fale a,u, ,=0 


sein fur alle Werte von 4,,4,, -:.,tp,%, Ua» se Mpa P= 5 und fir 


Seti tt. As (1) folet fir {= 7) = 42 1,.,=0,t,=1,%7=0, 
daB a,=0 ist. Aus (2) folgt fir x=1,u,_,=1, daBa,<0O ist. | 
41. [Vgl. a.a. O. 39, S. 665—667. Vgl. auch M. Fujiwara, To- 
hoku, Math. J. Bd. 6, S. 20—26, 1914—-15.] Die beiden Wertsysteme 
Gy, Gag) A Ag UNG Dy, 0, 705, 0.<; 02, besitzen- die in*38" definierte 
Eigenschaft. Ist /(x) zuldssig im Sinne von 38, so ist auch 


f(a) = ate) + 1) + BL) + + info a) 


zulassig. Es ist somit 


+ 


in ena) 


b 
by f(a) + FEI a) + SEPM) ta to 


=¢yt(2) +74 if@+ 5 ’(x) + -- +m PMG) 20 (baw. >0) 


fiir alle Werte von x. Also besitzt auch das System egy cf) eg) 4; Coy, 
dieselbe Eigenschaft. 


310 Determinanten und quadratische Formen. 


42. [Vgl. a. a. O. 39, S. 667—668.] Folgt dhnlich aus 39 wie 41 
aus 38. Man setze n=2m bzw. n=2m-+1. 

43, [Vgl. O. Szész, Math. Zeitschr. Bd.1, S.150—152, 1918.] Weil 
mit g(9) auch g(?+ 0), J beliebig, zulassig, ist die Forderung mit 


A(g) S57) ¥y=0 (bzw. >0) 


v= —N 
gleichwertig. Setzt man [VI 40] 
(9) = |% + xe? + e209 + +e Hn err? 2, 


so ergibt sich 
= < (A-p) & < >! 
A = A(t 4-H xx = Cela KAKe - 
(g) > p> ( ) AAu = c= 17 le 


44. [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19, 
S.276, 1912. Lésung von G. Pélya, ebenda, Serie3, Bd. 24, S.369, 1916.] 

45. (I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S.162, 1918.] Vgl. 46. 

46. [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S. 163, 1918.] Man betrachte insgesamt vier Falle: a) beliebige Deter- 
minante; b) Hauptelemente =0, itbrige Elemente beliebig; c) sym- 
metrische Determinante [45]; d) symmetrische Determinante mit Haupt- 
elementen = 0 [46]. Die Bezeichnungen der Anzahlen sind in folgender 
Tabelle zusammengefaBt: 


Verschiedene 
Unabhangige Entwicklungsglieder 


Elemente positive negative 
f la f 
a) om SS OS SC ecw) 
b)ishale-in- oy Shcteer” Vl, + Al = 2a ion ss SAS 
notin 
aa Sy SS AS Sy Sa Sa 
2 
n? —n 
Se Gn On. Oye On NO MECRE == On eid, 


Dem Entwicklungsglied a4, ax, ... 4x, Ordnen wir die Permutation 
t i is 4 zu. Enthalt das Entwicklungsglied das Produkt a, ,ap,... 
Ay, 4%, so enthalt die zugeordnete Permutation den Zyklus (« By...%A); 
gehort das fragliche Entwicklungsglied einer symmetrischen Determinante 
an, so enthalt die zu einem anderen Glied von gleichem Wert gehérige 
Permutation entweder den Zyklus (wfy...xAd) oder den inversen 
Zyklus (Ax...y Ba). 
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Die Anzahl solcher Permutationen von Elementen, die k, ein- 
gliedrige, k, zweigliedrige, k, dreigliedrige, ... Zyklen enthalten, ist 
bekanntlich [vgl. J. A. Serret, Handbuch der héheren Algebra, Bd. 2, 
S. 188—189; Leipzig: B. G. Teubner 1868] 


n! 
= Z 
k,! 1%. R,! 2k - ke! 5 ae Bi ks Ka-<-? 


wobei tk, + 2k,+3k,+---=m ist. .Wird diese Anzahl mit +4 
oder —1 multipliziert, je nachdem die fraglichen Permutationen gerade 
oder ungerade sind, so entsteht 


n! 


__4)Kathethgt++: oe 
( 1) ZEEE... k,!1%.-k,! (—2)* + kg! 3h. k,! (—4)*&.. 


[Kowalewski, S. 16] (betrifft die Berechnung von D,, 4,). Werden 
solche Permutationen, die dadurch auseinander hervorgehen, daB ge- 
wisse Zyklen durch die imversen Zyklen ersetzt werden, als nicht ver- 
schieden betrachtet, so ist die Anzahl der verschiedenen 


n! 
pe ei 
Zhi kaks.-. =F 1 phe fl D+ By! Oh Bl BH 


2-hs —he - 


(betrifft die Berechnung von s,, dn, dn, On). Es ist offenbar 


Sn = 22h kgky...> 1D ak Wi danas SG hy Tepes 
an=2"*Zonks...> Apa (al ate Me Zonk, sc 

Oh EO PDE TRIS OU Rolin A PN ES 0 ind a fale ails Oe fy 
le eZ ope 5 Og (1 te 2 Zo ise: 
> ist iiber solche nichtnegativen Wertsysteme h,,k,,k,,... erstreckt, 


fiir welche fk, +2k,+3k,+--- =m, * iiber solche, fir welche 
k, =0, 2k, +3h,+---=nist. Es ist 


42 ke 4 dks 


Sy X" ah ° OL e. 
Ame aye hy! 2% hl 3h’ 


See Mee pal ee La eB 
2 ir a 14h” at By! Qe seem Re! 52 
aati uels tise a mr fever? 
2 
a rt tte. 
= @%-¢7-¢@3-.. =€ 
1 2 
=——=14+%47+4---, 
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woraus S, =n! folgt, was zur Bestatigung der Uberlegung dient. Auf 
dieselbe Art ergibt sich 


n Snes ae 
eee a caus =e y, Df 07 fir wz Z, 
1! 
klar. : 
atitions ata Dik Ct Sree opel Ae Pp we 
eS ni Tigteeion Adi 32)! n! 
n= 
[VIII 23}. 
A n Ppa ee a at 
pe FP Rt sent, A= (— 1 (1); 
n=0 
Spezialfall von 7 fiir 7, = 7, taal sie = best 
Sar el Ete) 4 at 
n=0 n} yi—x 
co ee be (Ee eas Ca 
eee aah Gh chery 
HI ig = jitxe ; 
n=0 
oo EBS end Core a a 
Stem cera ead ees 
n=0 n! yi--* 
foe) fey lyf Ze? < a a 
1 Sn x” eae at 5s precy s 
Ey A Ne = yitxe : 
n=0 


Die vier Jetzten Reihen geniigen bzw. den Differentialgleichungen 


2(1— «)y = (2—x*)y, 2(1+4*)y =(2—+#)y, 
2(1 = 2) 9 =x (2—aw) 0° 211 4-4) = Se 2-y, 


woraus die zu beweisenden Rekursionsformeln folgen. Die Grenzwert- 
formeln erhalt man aus [ 178 fir 


as. 2 Sg et axel eee 
f(x) =e2 4 bzw 67" ae 24 a aS 
We ei oe 4 a on = fea ware 
rea ae ae bzw. (extigeeraeals BY aes ae 


[II 202], 
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47. (I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S. 163, 1918.] Setzt man 


1 55-8 


an} Oi Xe hae” 


dann ist 


a+ Y (%4,, 9 59 Min) 


1 . oe 
oe ia ae [= = YP (Xp,, Mugs Ste Xun—1)]> 


1 — 4%... Xn v= 


wo 2), tiber alle Permutationen von XUN ay eee Ae oats cee a eu eT= 
strecken ist und die Vorzeichenbestimmung analog geschieht, wie in 
der linksstehenden Summe. 

Angenommen also, da8 die Behauptung richtig ist, wenn » durch 
n —1 ersetzt wird, lautet die zu beweisende Identitat 


worin 4, und @®, analog aus 4%, %, ..., %y-3, %viq) ».+) Xn gebildet 
werden wie 4 und @ aus %,, %,,...,%,; @ ist in der am Ende der 
Aufgabe stehenden Produktform zu denken, die ®, enthalten weniger 
Faktoren. Man wende jetzt VI 69 an, mit Beachtung der Gleichungen 
(Bezeichnungen und Voraussetzungen wie dort, a) = 1) 


a = : | a. ad e (—1)”-} 
A (4p — Hr)» (yg — %u).(%y — Hy 41) 2 + (%y = Xn) = (ACH Mae 
y 2 a *) 


== (445) (Lr Hy ¥ 4) 420 (1 Hp Mai =) (1 Hy 4: So) (1 ny) = 


3|8 


48. [P. Epstein, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 8, 
S. 262, 1905.] ete Og X= aah A4=1,2,...,”, erschlieBt man 
= 
mit Riicksicht auf Sa 41g (2) = 2%ep (2) + buco (H+ Qh = 1 _ fir 
=O, &mo=O0 fir w2Zo, die Gleichungen 
n 


(%q — 2) 2, #1 Nol) = Xoxl@) o=1,2,...,%. 


49. [M. Riesz.] Vel. 50. 


314 Determinanten und quadratische Formen 


50. Die Forderung der Aufgabe ist gleichbedeutend mit den Re- 
lationen 


dae —v-+a))¢ (70 9+) =8("40- q+a+A)). 


Vel. VI 15. In 49 ist (wenn man x, durch (—1)?x, und y, durch 
(—1)?y, ersetzt) 
4 sin(n+ 1) 0 


se) pares 4 sin # 


51. Die Determinante D(«) von S, geniigt der Funktionalgleichung 
&) D(B) = D(a + f). 


AuBerdem ist D(x) reell, stetig und periodisch (mit der Periode 2” + 2), 
also D(x) =0 oder 1. Der erste Fall tritt dann und nur ein, wenn 
das System von linearen Gleichungen 


ae —4)) =, pO tee 


Lésungen besitzt, die von %,=0, ¢=0,1,...,m, verschieden sind. 
Dies ist sicher der Fall, wenn 4%, %, ..., %, den folgenden Glei- 
chungen geniigen: 


“ ikg— - tkqa—— 
mk n+1__ 
(*) > Xe = (0). > Xge == (0). 
q=0 q=0 


wo k samtliche Werte durchlauft, fiir welche der Koeffizient von 
cosk# in g(#) von 0 verschieden ist. (Fiir k=O ist bloB die eine 
_von den beiden Gleichungen zu behalten.) Nach Lésung VI 15 ist k 
entweder nur gerader oder nur ungerader Werte fahig; die Anzahl 


jener Koeffizienten ist also <1 + 2] bzw. = Ee . Die Anzahl 
der Gleichungen (*) ist im ersten Falle <1 -+ 2 =| <n-+1, im zweiten 
Falle < 2|" | =n-+1. Das Gleichheitszeichen in diesen Unglei- 
chungen ist dann und nur dann giiltig, wenn 


4 sin(n+1)# 


sey n a, ) sing [49] 


und gerade bzw. ungerade ist. Abgesehen von diesem Falle ist die 


VII. Abschn., Lésungen 50—53. 315 


Anzahl der Gleichungen (*) stets kleiner als » +1, d.h. kleiner als 
die der Unbekannten. Es gibt also Lésungen von der besagten Art. 

In 49 erhalt man den konstanten Wert der Determinante, in- 
dem man «0 setzt. 


52. (M. Riesz.] Setzt man 


— 4 sin(n+1)d 
fee S| sin 3 


g(?) 


so handelt es sich um die Summe 


n 


S Cortane( 5 0- k+a))e(- "7-1 +] 


p=0 k,l=0 
=D) inn Se(Gt gaa ae e+ aa). 


Nach VI 15 ist dies 


i~ __4yk+l eh 
put 1)° nng (2, (k D), 


n 
d.h. >'y;, von « unabhangig. Man setze «= 0. 
p=0 


53. [IJ. Schur.] Die zu beweisenden Gleichungen lauten: 


: 2 2 2 
ui + ug --> +, + Ui, = Un Unse> 


wt+mtee +e = Un Un+1 » 


UnUn+g Unt+iUn+3s Un+oUn+a 


Un- 4 1 1 
nett sa ( + + +o Ja4, 
Un+1 
4 ( 1 4 
—_- --- NU. + ——— + —— eee == 0) 
Un+2 paste Un+1Un+3 , Un+oUnt+s Un+3Unt+5 
Mis ee 
Aus der Definition der u,, folgt 
n_ n n nol 
Pak — > My (Uy 41 — Uy—1) = As Uy +1 — > Uy Uy 41 = Un Uns» 
vy=1 v=l1 vy=1 v= 


d. h. die zweite Gleichung. Die erste ergibt sich, indem man in der 
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zweiten Uni, —=Un+g— Uy setzt. Man beachte ferner, daB 


1 1 1 


Un Un+e2 Un+1Un+3 Un+aUn+4 


sy ees 4 1 1 1 1 1 4 
mu ( hh : ( 7 an ( a 1 a 
Unt1\Un Unte Un+e nti  Unt+3 Un+3 \Un+o  Unta 


4 : 
= — ist. 
Un+iUn 


54. [E. C. Titchmarsh, Lond. M.S. Proc. Serie 2, Bd. 22, Heft 5, ITI, 
1924.] Offenbar ist 


3 i ee ae He 
> Gen gems [ES oa 


N= —co 


fir 2S; 4, [ee ae OM, ee, a Bekanntlich ist 


shes 


2, 
> eine Sine ats (=~). 


aS 


55. Multiplikationssatz. 

56. Addition von Kolonnen. 

57. Leibnizsche Regel fiir (wv), Addition von Kolonnen. 

58. Man setze in 57: p=f;'. 

59. Nach Ausfihrung der Differentiation ist der Zahler eine 
zweizeilige Determinante, deren Elemente —1-zeilige Minoren von 
Why, fo, .--» fn) Sind. [Kowalewsk1, S. 80, 109.] 

60. Man bestimme die m — 1 Funktionen 9,(x), q(x), ..2, @n—4(x) 
aus den 2 — 1 Gleichungen 


Pih + Pefe Se OE POOR 4 
Pili + G23 a cots Oa lanai as 


100) Oa O00 0,'¢ Sb 0 © 06 6 6 0 6 0 ee lele 0.6 s 0.0 0.0.6 6.0 6 0 0 6 ets 6 


deren Determinante + 0 ist. Es ist gema8 59 und Voraussetzung, 


4Pn-1_ ad Wh. pois Izates) a) 
dx ax Wh, = eee Pree tea) 


= 0 


und ahnlich 
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61. Man eliminiere @p, @n_1, ..., Py, 1 aus den nm + 1 homogenen 
Gleichungen 
Pala On-ih teeta ft) 11-4" — “0, 
Print Pn-ifnt-:: + 9,f"-) +4. /" == (0), 


Pr¥ + Pn-1¥ Hess + pry) + Ay — L) =0, 


und berechne LZ durch Nullsetzen der Determinante. 


62. 
Y= Xo Wi”) = Vy Whyte ¥) = Ya 0, Whats Sid) = Yn 
gesetzt, findet man gemaB 59 
@ Yo _Wo%s qd Y¥,_WY, ae Vee Wael a 
dx W, Wi. de We Vee ee aie CW we 


Man soll hieraus = berechnen [61]. 


63. [J]. P. Gram, J. fir Math. Bd. 94, S. 41—73, 1883.] Die ent- 
sprechende quadratische Form lautet: 


b 
SA) + ahem) +--- +ttlaPdx. 


Dieses Integral ist nicht negativ, und zwar dann und nur dann = 0, 
wenn im Intervall a=x<b identisch ¢,/,(x) +tf.(x) + «+: ttnfn(x) =0 
_ gilt. Vgl. auch II 68. 

64. [G. Polya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 20, 
S. 271, 1913.] Die entsprechende quadratische Form 


b 
[KGB FB) A)? + (fale)? 4 + al@))?] 


by], 252505 
— (hla) +h hl) +--+ thse fS” hisle) — abe) de 
gh hy 
ist positiv. Sie verschwindet dann und nur dann fir ein Wert- 
system 4, 4, ...,% mit #+8+---+@>0, wenn f(x) =4, (2), 
y=1,2,...,” ist, wobei g(x) von v nicht abhangt. 

65. [E. H. Moore, Aufgabe; Amer. Math. Monthly, Bd. 24, S. 293, 
1916. Lésung von C. F. Gummer, ebenda, S. 293, 333—334 (die erste 
Lésung auf S. 293 ist falsch, wie dies auf S. 333 bemerkt wird).] (36, 
.63.] Wenn z. B. die beiden ersten Zeilen identisch sind, so gilt ins- 
besondere 

b 
fi(z) —f.(x)}?dax 
By Apq Je) hl itis ee ia 


G1 Aye 
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66. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 28, 
S. 174, 1920.] Wegen II 112, II 113 ist 


(a, + a, + 1) [at f(a) dx = xt x)| — f ht ut) tx), 


0 « |0 0 


Me — {xPt*eu) d(x), 
0 


das letzte Integral im Stieltjesschen Sinne genommen; also ist 
n n fo) 
> (ait a+ 4). [x°8 8" f(30) dx-tyt, 
0 


AzAge=2 


i 


= — f (tae + tex + +. + t,x)? xd f(x) 20 
0 


Falls {(x) streckenweise konstant ist, und mindestens ~ Punkte mit 
negativem Sprung existieren, so kann das letzte Integral nur dann 
verschwinden, wenn ¢,=t,=--- =?#,=0 ist [V 76]. 

67. [Betreffs 67, 68 vgl. O. Toeplitz, G6tt. Nachr. 1907, S.110—115; 
1910, S. 489—506.] Fiir /(8) = a) + 2(a, cos? + 6b, sin) erhalt man 


Tn(f) = (| %o |? + | 41? + --- + | xn?) 
+ 2R(ay, + 1dy) (%y%y + %y%_ + +--+ + Xp-1%n) « 


Fiir 
4—r 
bate ie 2 aes Bay 
f(?) Day pee we 1+ 2rcos? + 272 cos20-+ ---+2r"cosn d+ 
erhalt man 


=0 u=0 


n n 
LAs & nea ze, . 


Qn 
= [roeneas, w=s 0) ly Ae ey ae 
6 
fir die Toeplitzsche Form T,,(f) gilt also die Darstellung 
Ei fi ) [Xo + eye" FF + we F894... tence in Bg g 
Hieraus folgt die kisi ss mit Beachtung der Gleichung 
1) = 3, fla tne TO 4 we PtP 4... 4 ye ima G 


= (agitate bl soe btn B 
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69. [Betreffs 69—71 vel. G. Szegd, Math. Ann. Bd. 76, S. 490—503, 
1915; Math. és term. ért. Bd. 35, S. 185—222, 1917; Math. Zeitschr. 
Bd. 6, S. 167—202, 1920.] Fiir /(9) = ay) + 2(a,cos#’ + b, sind) ist 


fc te a, + 1b, ‘0 ee Onl 
a, — 1b, Ay a, +1), 0) 
0 0 0) a 


Durch Entwicklung nach der letzten Zeile folgt hieraus die Rekursion 


D,(f) = aD,,_s(f) — (aj + bi)D,, lf), 
n= 2, 3, 4, ...; Dif) =%, Dif) = a — (@ +)). 


Es seien « und f die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
x? = Ay% — (aj + }) . 
Vollstandige Induktion liefert 
[D,(f) — Dolf) Bo" — [Dy (f) — Dolf) a1 6" 


pe) = ory. nt+1 
(m + 2) a"+! = (nm + 2) 6" t!= (n +4 2) (22) , wenn «=f. 


wenn «+6, 


ie 4—7? ; 
Pur i?) ~ 4 — 2rcosd + 7 ae 
. ae 7 vr 
7. 64 Y ghat 
Df) =| 7 7 4 yn? 
Rite tee a Gee i: 


Zieht man das r-fache der zweiten Zeile von der ersten, dann das r-fache 
der dritten von der zweiten usw. ab, so erhalt man D,/(f) = (4 —7*)”. 
Wenn (9) =a,+2(a,cos?+ b,sin¥) positiv ist, dann sind 


a und f positiv, « +f. Essei a >f>0, dann ist lim” /D,(/) =o. 


> oo 
Im zweiten Falle ist dieser Grenzwert =1—*7*. Te geometrische 
Mittel [II 48] G(f) von a, + 2(a,cos? + b,sin%) im Intervall 0, 2x 
ist identisch mit dem von a — 2a? + cost = «(1 + @ — 2ecos¥), 
wenn @ gemaB Ja + B= ag bestimmt wird; 0X0 <1, m=a(1+ @). 
Betreffs G(1 + @? — 2ecos¥) vgl. II 52. 
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70. Weil D,,(f) eine Hermitesche Determinante ist, sind alle Null- 
stellen von D,(f—h) reell und liegen zwischen dem Minimum 


und Maximum der Form T,(/) fur Nat? | pte 
[Kowalewski, S.130, 283.] Nach 68 haben sie also die Form 
h = a — 2Va? + Bicose@ , Op ae 
Es folgt somit, in Lésung 69 tiberall a, durch a, — h ersetzt, 
n+l 
er a 7 Sin (mst 2 2) P 
D,\f — h) = (aj + 03) sing 
Hieraus ergeben sich die Nullstellen von D,(/ — h): 
y+1 
hn=a ava i+ Bieos a Oe A, oan HE - 


71. Vel. 70. 


n+1 


aoe = 2 Vai + Bos”) = | Fla —2Vai + Fcos0) a9 
0 


Fete 


1 

_ 1 frrmonan. 

6 ’ 
Die in der Aufgabe formulierte Eigenschaft der Zahlen h,, gilt nicht 
nur in dem speziellen Falle, wo /(#) ein trigonometrisches Polynom 
erster Ordnung ist, sondern allgemein fiir eine heliebige eigentlich 
integrable Funktion /(#). [Vgl. G. Szegé, a. a. O. 69.] 

72. Erste Lésung. Wir gebrauchen folgende symbolische 
Schreibweise [vgl. M. Riesz, Ark. for Mat., Astron. och Fys, Bd. 17, 
Nr. 16, S. 1, 1923]. Es sei 


n n 


7(z) ee Zi tin oat 


4=0 “w=0 


a,,, beliebige Konstanten. Wir setzen 


n n 
f(c) inte > hae 
Die Voraussetzung der Aufgabe besagt z. B., daB 
| xo + #16 + %_0? + +> + tn c® |? 0 


ist, wenn das Polynom x, + x,2-+ X22 + .-. + x, 2" nicht identisch ver- 
schwindet. Es sei P(z) das fragliche Polynom, z, eine Nullstelle von 
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ihm, P(z) = (z — z9) Q(z). Unter Q(z) das pol ysrei mit den konjugiert 
komplexen Koeffizienten verstanden, setzen wir 


OHM) =Cy., AcjO@c=—Cy, -Ole)\OBE=C-1. 


Dann ist, x), x, beliebig, 


Co(| Xo |? + |x|?) + C_1%% + Cy Xx, 
= .2(c) Q(E) (| %o |? ++ j xy |? + Cx %, + 6% %) 
= Q(c) (%» + 4% ¢) Q(E) (% + %, 2) >0, 

wenn |x|? + |%,|?>0. Es ist somit |C,|< Cy. 


Nun ist 
Moc, y=O71;¢%..,%—1, 


Q(c) Q(6) ¢ a Cy 
QAc)Q(c) Cy 

Zweite Lésung. Nach einem Satz von C. Carathéodory [Palermo 
Rend. Bd. 32, S. 205, 1911] gibt es 2” Zahlen 


also 


(¢ — 2) O(c) Q(¢) =0, Aq = 


Q1, Qa, +++» Ons 


€; &; pliesei9) En, 


so beschaffen, daB o,=0, |e,|=1, »=1,2,....,, daB ferner 


= + Oe +--+ One, k= 1,2, 
gilt. Es ist 
Co—h=O, + 02 +---+ On, 
wobei /# das Minimum der in der Aufgabe genannten Form unter der. 


Nebenbedingung | %,|? + |%,|? +---+|%,|? =1 bezeichnet. In unserem 
Falle ist h >0O. Hieraus folgt 


= Se C11 %i Hyp = Ie(| Hol? + [y+ ++ + [ma f) 


=0u=0 n 


5’ D2 
Fe PAC a oe Oe ’ 
vol 
n—-1n—1 
pa Cy 41 XA Xp = W(X %y + %%_ + °: a Ky = eras 1) 
=04=0 n : 
“al -1)\2 
eae a hyp by ye + %n-18, | , 
v= 
also 
n= =I1n=1 
pp Ch - aiid 2 i- kinins 
2=0 w=0 A=01e=0 


Pélya-Szegé, Aufgaben und Tehrantec Il. 21 


j 
vorausgesetzt, daB die Zahlen x», %, ..., %n-1 nicht alle gleich Null sind. 
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Nun 1a8t sich unsere Gleichung so schreiben: 
Cie} ES £4 —wlA,w=0,15..5%-21 =0. 
Wenn also z, eine Wurzel bezeichnet, so gibt es Zahlen %,, 1, ..., Xn-1, 
die nicht saémtlich verschwinden und das Gleichungssystem 


n-1 
D> (Chon IS 2p ca ea 0. A=, 1, J; 0 ——k 
u=0 


erfillen. Man erhalt 
n-1n-1 = 
DOr wet rnep 
__ A=0 u=0 
0 ~~ n-1n-1 : |zo]<4. 


pa Doh wha Xp 
=0 “=0 


Achter Abschnitt. 


Zahlentheorie. 
1. 


%*¥+n—1<[*¥+n]Sx+n, x-1<[x¥+n])—nSx; 
folglich, weil [x +] —n ganz ist, 
[x +n] —n= [x]. 


2. Es ist (n —1)+(n—2)+--. ti ea =e (mod. 2) 


za zeigen. Man zeigt dies fiir »=0, 1, 2, 3 durch Ausrechnung. 
Beide Seiten vermehren sich beim Ubergang von » zu n+ 4 um eine 
gerade Zahl. 

3. Wenn x—[x]< 4 ist, so ist 0X2x%—2[x]<1. Ist 
% —[x])=4, soist 1=2%—2[x%]<2. Nach 1 ist 


[2% — 2[x]] = [2%] — 2[x]. 


4. Auf Grund von 1, ahnlich wie 3. 
5. Auf Grund von 3, 


[2%] — 2[x] + [x] = [2*] — [x]. 
6. Fiir die gesuchte ganze Zahl gilt: 
n—1<*x<n, also ~—n=x=—-x< —n+1, 


folglich n = —[—x]. 
7. 
0=4+ 6—[«] — [6] =«% —[4]+ f— [6] <2, 
—1<o—f— [a] + [6] =« — [a] — (6 — (fl) <1. 


8. Auf Grund von 1 4ndern sich die beiden Seiten um gleichviel, 
wenn & oder # sich um eine ganze Zahl andert. Es geniigt also, den 
Satz allein fir den Fall OX 0<1, 0OX=f<1 zu beweisen. Dann 
lautet er so: 

[2a] + [2B] 2[o + f]. 


2A 
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Ist [x + f]=0, so ist nichts zu beweisen; ist [a+ f]=1, so ist 


o-+fB=1, also mindestens eine der beiden Zahlen, etwa wes, 
also [20] + [26] =[20]=1. 

9. [Ch. Hermite, Acta Math. Bd. 5, S. 345, 1884. | Es geniigt, den 
Fall 0<x<1 zu betrachter [Lésung 8]. Es sei k so bestimmt, daB 


ettotcrast®, ah —keles—n]=[n—n 


ist. Beide Seiten sind = —k. 
10. Man kann 0=%<1 annehmen [Lésung 8, Lésung 9]. Fiir 
0<x< 1 steht rechterhand 0, ferner ist 


[nx] =nx, MES Sth pes = 


11. [J. J. Sylvester, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 1, Bd. 16, S. 125, 
1857. Lésungen von E. Prouhet, Lebesgue, ebenda, Serie 1, Bd. 16, S. 184, 
S. 262, 1857.] 


(B= 04 B+ Oa, 


weil —1<(1—73)°”*'<0 und die rechte Seite ganz. Man erhilt 
weiter 


(4+ 73) (44273) + 4 — 73) (4 — 273) 
= 2"{(1 + 73)(2+73)"+ (4 — 73) (2—73)"I. 


Der Ausdruck in geschweiften Klammern hat die Form 


2(a + by3) + (4+ 73) (V3)™ + 2(a— bY) +4 — 73) (—V3)”, 


a, b ganz rational, enthalt also nur die erste Potenz von 2. 
12. Die fraglichen Zahlen sind a, 2a, 3a,..., ka, wo kaxn<(k+4)a, 


also k= BE Man kann die Frage auch so stellen: Wieviele von 
den Briichen Aha? seas sind ganz, d. h. wieviel ganze Zahlen ent- 
halt das Intervall 0< x= ? 


13. Die Anzahl der ation Zahlen im Intervall — mre KS v ist 
{Lésung 12] se 
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die Anzahl der ganzen Zahlen im Intervall — i Fa ee iat 
I wv 


14. [ 7. Konig, Math. Ann. Bd.9, S.530, 1876. Aufgabe; Nouv, Corresp. 
Math. Bd. 5, S. 222, 1879. Lésung von Radicke, ebenda, Bd. 6, S. 82, 1880.] 
Fir « = 0 und « = zist die Behauptung klar, es sei also0 <a <a; dann 
kénnen in der Folge niemals zwei aufeinanderfolgende Glieder gleich- 
zeitig verschwinden. Bilden zwei benachbarie Glieder cosy, cos (v-+1)a 
einen Zeichenwechsel, so liegt zwischen va und (v-+1)a eine und 
nur eine Nullstelle von cosx. Auch zwei nicht benachbarte Glieder 
cos (vy — 1)« und cos(v-+-1)a kénnen einen Zeichenwechsel bilden, namlich 
wenn cosya=0O ist. Es ist also V,(x«) gleich der Anzahl der 
Nullstellen von cosx im Intervall O=x<na, d.h. der Anzahl der 


Nullstellen von sinx im Intervall hb N&e<K< = . Diese Anzahl ist 
gleich — e — n— Zi [13]. 
15. g, = [n 6] —[(n —1) 6]. 


16. Nir, a4, «)=0 fiir r<|loga|; N(r, a, «)=1—k far 
, wo 


«+ 2la=<yr — (loga)P?<a+2(l+1)a 
a+ 2ka< —Yyr — (loga)?<a + 2(k+ 1)2, 


d. h. in diesem Falle 


rE of 
Vel. III 73. 
17. [f(a)] + a+ 1)14+ a+ 2)]+--- +0 —1)) + [7]. 


18. Die linke Seite bedeutet [17] die Anzahl der Gitterpunkte im 
Gebiet 1 %=/)—1, O<ys5x, Im Rechteck 


4an<p—1, 15 ysq-1 
liegen insgesamt (p — 1) (q — 1) Gitterpunkte. Sie sind symmetrisch in | 
bezug auf den Punkt += f = 3 verteilt, und es befinden sich 
ebensoviele oberhalb wie unterhalb der Geraden y = at , anf der 


Geraden selbst aber keine, denn auf dieser liegt nur dann ein Gitter- 
punkt, wenn x ein ganzzahliges Vielfaches von # ist. 


‘ 
/ 
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19. [Gau8, Theorematis arithmetici demonstratio nova, 1808, Werke, 
Bd. 2, S. 1—8. Géttingen: Kénigl. Ges. der Wiss. 1863. G. Eisenstein, 
Aufgabe; J. fir Math. Bd. 27, S. 281, 1844.] Es handelt sich um die 
Gitterpunkte im Rechteck 


P= pen Oey ez; 


Ihre Gesamtanzahl ist pd. Die ersten ~’ Glieder links ergeben die 
Anzahl der Gitterpunkte unterhalb, die letzten g Glieder die der 


Gitterpunkte oberhalb der Geraden y = a [17]. 


20. [V. Bouniakowski, C. R. Bd. 94, S. 1459—1461, 1882.] Die 
Variable x soll die Zahlen 1, 2, ..., , die Variable y bei gegebenem x 
die Zahlen [y(x — 1) 6] +1, [V(@—1)£]+2, ..., [7x] durchlaufen. 
Setzt man r=r(x, y) =xp—y?, so ist O<7r<* und —- ist ein 
quadratischer Rest mod. . Da —1 quadratischer Rest ist, so gilt das- 
selbe fiir 7. Die Anzahl aller 7 ist, weil 4n = p—1, 


n 
= 


= >((val - (¥@= 18) = tna] = 2, 


w=] 


also so viel, als quadratische Reste mod. # existieren. Sie sind 
ferner alle verschieden: aus %,p—yi=%*.p—y3 folgt, daB in 
Vi — ¥3 = (Vi + ye) (1 — Ye) aufgeht, d. h. y, =e, also auch x, = %. 
Die Summe aller 7 


$0 SS Sp seh le Soa Ss 


n 
2=1 y=(Vie-1) pl+1 z=1 y=1 


=—pS[ie6] ++ 1p line] — = en +1) (4041) 


ist also gleich der Summe aller kleinsten positiven quadratischen 
Reste mod. #, d. h. = poe. 

21. [J. J. Sylvester, C. R. Bd. 96, S. 463, 1883.] Es sei » die An- 
zahl der Eigenschaften «,f,y,...,%,4. Besitzt ein Objekt im ganzen 
k dieser Eigenschaften (1<k=<n), so tragt es zu der in der Aufgabe 
angeschriebenen Summe genau 


+(e )-G)e+ 0 Q)=o 


Einheiten bei. Kommt hingegen einem Objekt iiberhaupt keine Eigen- 
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schaft «,B,y,...,%,A zu, so liefert es genau eine Einheit, namlich 
fir den ersten Summanden N. — Fiir einen auf vollstandiger Induk- 
tion beruhenden Beweis dieses Satzes, der eigentlich in die formale 
Logik gehort, vgl. etwa U. Yule, An introduction to the theory of 
statistics, Kap. 2. London: Griffin 1916. 

22. N=n, Nzg=Neg=:--=n—1, Nap= Nay Saivio =aigg — 2... : 
es ist 


n—(t)—1) + (5) —2) — 2+ (—19"(7)@— 0) <0, 


da es Objekte, denen keine der Eigenschaften o«,f,y,...,%,4 zu- 
kommen wiirde, nicht gibt. [I 37.] 

23. [In anderer Einkleidung als ,,jeu de rencontre“ bei Montmort, 
A. de Mowvre. Vgl. Euler, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 7, S. 11. Leipzig und 
Berlin: B. G. Teubner 1923.] Die Anzahl der Entwicklungsglieder ist im 
ganzenm!. Die Anzahl derjenigen Glieder, die a,, enthalten, ist (#7 —1)!, 
die a,,,a,, enthalten, ist (n —2)! usw. Nach 21 ist also die gesuchte* 
Anzahl gleich 


nt—(*n + (4)em—a— (Pen —sye t+ 0(0) 


ets (— 4)" 
anit 45S at I ). 


(Vel. auch Lésung VII 46.) 
24. Die Anzahl der Zahlen unter ”, die durch a teilbar sind 


(Eigenschaft «), ist [12] gleich elt Die Anzahl derjenigen, die durch 
a und 6 gleichzeitig teilbar sind (Eigenschaften « und ), ist gleich 


der Anzahl derer, die durch ab teilbar sind, d. h. E a usw. Die ge- 
suchte Anzahl ist somit [21] gleich 


---BI-E-~- lt 


© cle a0) oF 6 ade ¢ ola s.¢ 00 Gieye ef 2 0) 0 0 2's 0 0 ejete, 
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25. [Euler.] Man setze in 24: a=, b=g.c=r,.... Die ge- 
suchte Anzahl ist gleich 
NWN 
n — See — le 

Paed aik 

+244 
Pie Bt 
Pika 
Pqr 


eer ree 


26. Durch analoge Uberlegung wie im Spezialfalle 21, wo allen 
Objekten der gleiche Wert 1 zugeordnet ist. 


27. Man wende 26 an. Die Objekte seien die Zahlen 1, 2,3,..., ”, 
die Eigenschaft « sei Teilbarkeit durch #, die Eigenschaft / sei Teil- 
barkeit durch g usw. Unter dem Wert eines Objektes verstehe man 
das Quadrat der betreffenden Zahl. Es ist 


Wat prt gtt.. tata Me ten +) 

=a Ag RB? 4 CrceD, A=; B=, C=a, D=0o 
W. = P+ opr+onr+---+(Z) <e[ 4(2) +2(2) 4024p], ... 
Waa= teat a(™) + B(m) + ch + DI, as 


Die fragliche Summe ist also 


=An'+ Brn?+Cn+D 
-Delag) + AG) +65 +2 


+Deelal ays alays ca 0 


$16 <9) Ie16) 0) Si ,eT Oe, -0.:9:1@ (0) a ellh $1.6-.610 6 \4ire em 0101.8) 66) el Sedans arent. 5 


oe POT Berea es Ua BD eioege  2 


=an+bn?+cn4+d, 
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1 4 4 
=e fee = sone paeaelayrrty sat suk eet 
wo ana(i So 4 WE 
=*(1—(r- Hr =4) Sua ee 
3 p q r ai 


b=BUI- SAF 1-41) = 5 (1-11-11) -- =, 
CBD Pb diPe— we pet-:) 
SLE psig (ake Asien) gppsit 
6 6 n q ’ 
d=o. 


26. Es «set, NV — Max (4,.0).6)-00s5-Ryt). Fir N= 0-ist nichts.zu 
beweisen; fiir N>0O wende man 21 auf die Zahlen 1,2,...,N als 
Objekte an. Die Eigenschaft « komme einer Zahl zu, wenn sie Teil 
von a(=4) ist, #, wenn sie Teil von 0d ist, usw. Die Anzahl derjenigen 
Objekte, denen weder a, noch f, ... zukommt, ist offenbar =0. 
Man trenne WN ab.. 
| 29. Es sei p irgend eine Primzahl und a=p%a',b=p'’, c=prc’, .:., 

k= fk, 1=7'l, wo a, U,c,...,k,V durch # nicht teilbar sind. 
Der Exponent von # ist linker Hand Max (a, f, y,..., %, A), rechter 
Hand 


BB 4+y +--+» -+4— Min(a,f)— Min(a,y) —--- — Min (x, d) 
PS. + Min (a, B, y) +--- 


eee ee eer reese ee eres eens 


Nach 28 sind diese beiden Ausdriicke einander gleich. Da dies fir’ 
jede Primzahl # gilt, folgt die Behauptung. Vgl. 46. 

30. Durch Multiplikation nach Zeilen. 

31. Die fragliche Determinante ist gleich dem Quadrat derjenigen 
Determinante |1,|2, »=1,2,...,n» WOTiN 4,4, =1, wenn yw ein Teiler von 4, 
sonst ,,=0 ist. Die Bildung des Quadrates geschieht durch Multi- 
plikation nach Zeilen. 

32. Man multipliziere nach Zeilen die beiden Determinanten 


igOTUOn Ist FY RT O50) S10 PEF OU 
5 WSS ee Ca 0 a aq 0 O 0 
fete. RICH 10) 0 Bl GiniGare O 0 
s lsh a a (6) Ga & Gy, a 6) 
iat nstto; 4 4 ago alta, ° a} An 
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33. Man multipliziere nach Zeilen die beiden Determinanten 


ir ae 0 me OM aC iy OL 0 

A Omen 0 Gy ido POO 0 

At One 0 0 a.) .0) ‘a0 ofl 
tet mare 0 a, Gs Om a On. 
1 ne Nns Nn °° 1 ays —: Sige . = vee BE), 


die 7,,, haben dieselbe Bedeutung wie in 31; die zweite Determinante 
entsteht aus der ersten dadurch, daB 7, durch a,7,, ersetzt wird. 
34. Der erste Teil ist klar. — Es seien p, g, 7, ... die Prim- 
faktoren von ”. Man wende 26 auf die Teiler ¢ von m an. Der Wert 
von ¢ mége a sein. Einem Teiler soll die Eigenschaft « zukommen, 


wenn er nicht nur in ”, sondern auch in a aufgeht, die Eigenschaft f, 
wenn er nicht nur in m, sondern auch in — aufgeht, usw. Der Ge- 


samtwert derjenigen Teiler ¢, die weder in Ls noch in , noch in 2a 
aufgehen, ist dann gleich p ‘ 


DUD u— Dy — Sa: 


t} 
A Ee 
+>da+t+ Dat: “ 
n n 
‘Tpq ‘lpr 
UN 
Py es 
par 


Ce Oe ee er 


nach Definition von u(n). Der einzige Teiler aber, dem weder die 
Eigenschaft «, noch f, noch y, ... zukommt, ist m und sein Wert 
ist a,. ; 
35. [A. Hurwitz.) Nach 34 geniigt es, 


g(n) = Pa i(2) 


zu zeigen. Dies ist aber evident: bringt man die Briiche ep e By ree, Re 
n n n 

auf kleinsten Nenner, so erhalt man die Briiche von der Form LE 

wobei 7 <7, (r, t) =1, ¢ Teiler von n ist, und zwar jeden einmal. 


? 
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36. Man setze in 35 
p(y) = log (x — #4), 
dann ist g(n) = log(*"—1), (nm) =logK,(x), also 


log Ky (x) = Xa) log (x¢—1). 


37. Man setze in 35: w(y) = e?7*v, dann ist 


g(1)=1, g(n)=0 fir n>41, also f(n)= de” =p(n). 


(r, 


4 ah 4 1 4 0 4 1 1 
2 1 2 3 5 ed a ee 2 
3 2 2 4 | 10 ie ee ae | 3 
4 2 3 7 | 214 1 0 1 2 
5 4 2 6 | 26 has nek be ees 5 
6 2 4:2) 43.01 -ep 2 1 1 4 
7 6 2 ae) slot aes tate ane | 7 
8 4 4m )o4g 4285 4 On I 2 
9 6 Sua aaisk 94 1 0 4 3 
10 4 4 | 18 | 130 2 1 1 1 


39. Nach der Cauchyschen bzw. Dirichletschen Multiplikations- 
regel, vel.’ S. 124—125, *a, =}, = 1. i 

40. Nach der Cauchyschen bzw. Dirichletschen Multiplikations- 
regel, vel-S. 124—125, 6, =1. 

41. Spezialfall von 42: A, = A, =A,=A,;=---=1. 

42. Durch Cauchysche bzw. Dirichletsche Multiplikation mit Riick- 
sicht auf 34. 

43. Sind m und x teilerfremd, so entsteht jeder Teiler von mn 
durch Multiplikation von je einem Teiler von m mit je einem Teiler 
von ”. Daher ist 

att ae ==) f, dh.  64(m) o4(n) = o,(mn) . 

t/m t./n thin 
Fir g(m) folgt die Behauptung aus 25. Fir die anderen Funktionen ist 
die Behauptung klar. — Fir /(m) = *, A(n) gilt f(mn) = f(m) f(m) nicht 
nur fiir teilerfremde, sondern sogar fiir beliebige m und n. 

44. Nach 43 geniigt es den Fall n = p*, p Primzahl, zu betrachten. 
Die Teiler sind dann 1, #, #?, ..., p*, also 


Aes pret) 


LOD NO nT ie OE aitestaer era 
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45. Die Werte des Quotienten 


pyr SRR A 
OPiact Pe ee 4) 


sind in eine Tafel mit zwei Eingangen anzuordnen. In der beiliegenden 
Tafel sind die Werte =1 fett gedruckt. Die Werte nehmen sowohl mit 


NOK 

p\|- as ; a 

5 petal 3 stad. ek 
Smee a ied 8 

3 2 gos eae 933 
7 Ts a EE Te 

PED aga | Nb et ae 
4 20 100 : 500 


wachsendem # als auch mit wachsendem & ab (differentiieren!) und 
u(n) 
p(n) 
es sich darum, samtliche Produkte vom Wert =1 zu bilden, deren Fak- 
toren (in der Anzahl =1) verschiedenen Zeilen der Tafel entnommen 
sind. Solche Produkte gibt es nur zehn, entsprechend den Zahlen 
n = 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 18, 24, 30, die, zusammen mit » =1, sdmt- 
liche Lésungen der Ungleichung 1t(m) = (n) bilden. 

46. Es geniigt, eine einzelne feste Primzahl # und eine spezielle 
-multiplikative Funktion zu betrachten, die zu p folgendermaBen zu- 
geordnet ist: f(m) = g(k), wenn p* die héchste Potenz von # ist, die 
in m aufgeht, g(0)=1, sonst g(k) eine beliebige Funktion des Ex- 
ponenten k. Samtliche multiplikative Funktionen lassen sich aus der- 
artigen durch Multiplikation zusammensetzen. Fir eine solche Funktion 
lautet aber der Satz: 


streben gegen 0. Da eine multiplikative Funktion von 1 ist, handelt 


g(Max(«, 6, y, 0, ...,%, 4)) g(Min(a, B)) g(Min(a, y)) --- 
g (Min (a, 4)) g (Min(«, p, Y, 0)) oo g(a) g (8) ry g(a) g(Min(a, B, ”)) —~e 


wenn a, f,y,0,...,%,4 die nichtnegativen Exponenten von f in 
a,b, c,d, ..,k,1 sind. Dies ist nun eine Verallgemeinerung von 28, 
die sich analog wie jenes beweisen laBt, mit dem einzigen Unterschied, 
daB dabei nicht 21, sondern 26 benutzt werden muB, und zwar so, daB 
der Wert einer Zahl m gleich logg(m)—logg(m—1), logg(—1)=0 
gesetzt wird. 

47. Jede positive ganze Zahl 14Bt sich auf eine und nur eine Art 
als Produkt von Primzahlpotenzen schreiben. Nach dem Bildungs- 
gesetz des fraglichen unendlichen Produktes erhalt man also jedes 
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Glied f(n)n-*, wo n= pi pk... p* ist, einmal und genau einmal, 
namlich als f(pf)p,™* /(ph) py * .-. f(ph)p-*. Der Satz ist voll- 
standig gleichwertig mit der multiplikativen Eigenschaft von }(n). 

48. (Euler, Introductio in analysin infinitorum, Bd. 4. Opera 
Omnia, Serie 1, Bd. 8, S. 288. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 
1922.] f(m) = 1, m=1,2,3,4,... ist multiplikativ [47]. 

49. Wegen der aufgplbetiven Eigenschaft ist 


1— p* 
ALY ie et —pa-8)? 

Sre- TT 4-2p-*+ 2p-2* 4 2p-88 +4...) “Tg 

Sv olde ihe 4 pe p34. TEE Be f 

Soom TT |+( — Spr (1 — pte |= “Tz Bee pe 


50. [E. Cesdro, Aufgabe; Mathesis, Bd. 6, S. 192, 1886. Lésung 
von Mantel, ebenda, Bd. 8, S. 208, 1888.] a(n) ist eine multiplikative 
Funktion, also [47] 


Son(n) n= ETS — p*)1-*+ (1 — 2%) pF (1 — p34) p24... 
n=1 Pa 


Delran = JT + p)p-* + al?) p-#* + ---] 
=(1-*+2- Seamer apes 


p>2 
anon? aphlaca 4.—pi-* 
51. Nach 48 ist: 
os) _ Sr datleseu 
¢(s) mag Ragas ip 
52. Sa Sn) = ry 


Gleichbedeutend mit dem zweiten Teil von 41. — 52—56, 58 lassen 
sich auch ohne Beniitzung Dirichlet scher Reihen beweisen. 
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53. Nach 49 ist: 
x (m2) -* = = Sn Sin) 
n=1 =1 


54, Nach 49 ist: 


oder durch Anwendung von 34 auf 54. Gleichbedeutend mit 25. 


56. — C’(s) = = 2) (s),. db: Sogn -n-§ = SAewnSn-* 


57. Aus 33, 54. Weitere Spezialfalle von 33 folgen aus 52—56. 
58. '[ Jacobi, Aufgabe; Nouv.. Ann. Bd. 11,° S. 45, 1852. Lésung 
von A. Dallot usw. ebenda, Bd. 11, S. 126, S. 186, 1852.] 


Dota tp gt = (1 2-HL (5), 
Db tH 2+ 4+ 6+. = 2-4 (s), 


also ist 


TVGE—9)(a A) "= TS aep-— YL Satps 
: = (1—2-*) f(s) 2!-*f (s—1) — (4— 2!-*) f(s —1) 2-*¢ (s) 


=2-*£(s)£(s—1) = S'a(m) (2m) ~* 


m=1 


59. Nach 47 ist eine Funktion h(n) multiplikativ, wenn 
>"h(n) n-* 


n=1 


TT] (t-* + Wb) 9-8 + Hp") p+ +) = 
p 


ist. In unserem Falle hat man aber 
1° + h(p) p-* + h(p?) p-2* + 
= (1-8 + fb)P + APD + A+ BP + PO +--+), 


woraus die Behauptung folgt. 
60. Die Ecken des konvexen regularen n-Ecks seien, der Reihe 
nach numeriert, A,, Aj, As, ..., An. Die Verbindungsstrecke der 
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Ecken A, und A; gehdrt einem (konvexent oder iiberschlagenen) regularen 
A ; 
7 Eck an, wenn ¢ = (n, 1 — k): man gelangt nach = -maligem Auftragen 


dieser Verbindungsstrecke in den Ausgangspunkt zuriick. Von jeder 
Ecke gehen somit, = 4 entsprechend, (m) Verbindungslinien aus, die 


einem der m-Ecke angehéren; diese haben also insgesamt ae Seiten. 


k = 
61. Ist rs unkirzbar, so ist es auch . Die Summe der 


beiden ist =1, 

62. [G. Frobenius, vgl. A. Errera, Palermo Rend. Bd. 35, S. 440, 
1913.]. Es sei (b, c) =d. Wenn (a, b, c) =1 ist, dann k6nnen sich 
nur solche Briiche kiirzen lassen, deren Zahler durch Primzahlen teil- 
bar’ sind, die in c, aber nicht in 6, also nicht in d aufgehen. Analog 
wie in 25 folgt daher, daB die Anzahl der unkiirzbaren Briiche 


ple’ | l (1 —_—- 
(p, d)=1 7 


d 
rid 
: : be : BE en: : 
ist. Nun ist p(bc) =dq fs weil bc und 7 eieselben Primzahlen 
b 
enthalten; ferner ist, nach 46, o()o@ = (bd) p(c) . 


63. ¢(1) + 2[p(2) + 93) + --- + pm). 
64. (1) Die Anzahl jener Spalten des Systems, in denen die Imaginar- 
teile des Zahlers mit m den festen gréBten gemeinsamen Teiler ¢ haben, ' 


ist o(%). In jeder dieser Spalten ist die Anzahl] der unkiirzbaren 
- Briiche gleich der Anzahl der zu ¢ teilerfremden Zahlen unterhalb n, 
also =o). Die Anzahl aller unkiirzbaren Briiche ist daher 


nm [n\ . 
Sot -F (5): 
also [43, 59] multiplikativ. = Fir n = p* ist die Anzahl der kiirzbaren 
Briiche p*-!-p'-1, die der unkiirzbaren also p**—p?*-?. — Aus 
— P(n) AN : (*) folgt wibrigens sofort auch (4), denn man erhalt 
n 


oo =¥h Ss toh Ss ee eS eS 2) 
pin) eel) PPO ie cats ele — 1) [49]. 
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(2) Folgt aus 21, wie 25. 
(3) Die Anzahl der Briiche des Systems, die sich genau durch ¢ 


n 
ktirzen lassen, ist o(*). Summiert man iiber alle FS so folgt 


n= >o(7) es >) 


Aus (4) folgt (1) nach 47 und umgekehrt. 
Aus (4) folgt (2) und umgekehrt; denn es ist 


SO(n) n= a == ZH n- 


Aus (4) folgt (3) und umgekehrt durch Dirichletsche Multiplikation. 
65. Aus der ersten Identitat folgt 
A, a Da aA, 


: tin 
aus der zweiten 


n=1 m=1 eee t/n 


66. Es ist 
(time ee 8) CS) apd 2 tS A ae 
Aus der ersten Identitat folgt also | 


By Se 4S es 
tjn if 
aus der zweiten: 


S Dee: Ste a yt eae yom =>(Sr 1)'-1¢ 7 
1 


m= =I 


67. Indem man A, in der Form A, = = ea schreibt und die Faken 


toren mit dem Exponenten a,, Ronee ae entsteht rechter Hand 
das Produkt 


42 \am x2 am x2 am 
(1 a anal ( am enna) (1 ry sat) ne he 
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Dem entspricht linker Hand die a,,*® Potenz von 


i Peete Sewage x2 ) ( x Sea) ( y = 
— sin — = (1 SS ca alias {.— . 
a m m? n2 (2m)? x2 (3m)? 72 


68. Vgl. Lésung 66: 


(km)? 2 ~ 2m~ > 2m 


k=1 

69. Aus 65 folgt mit Beachtung von 41 und 49, daB die frag- 

lichen Funktionen x und — ae sind. 
(=a) 

70. [Baschwitz, Aufgabe; Mathesis, Serie 2, Bd. 3, S. 80, 1893. 
Lésung von E. Cesdro, ebenda, Serie 2, Bd. 3, S. 205, 1893. Laguerre, 
Oeuvres, Bd. 1, S.:216. Paris: Gauthier-Villars 1898.] Aus 65 und 49. 

71. Aus 66 mit Beachtung von 41, 49. 

72. Aus 66 mit Beachtung von 49. — Nach I 93 konvergiert die 


Summe der Reihe 
x” 


fir x1 gegen —oo. Eine analoge Feststellung beziiglich der Reihe 


> A(n) x” wiirde die Riemannsche Vermutung entscheiden. 
n=1 


73. Vgl. 64, 65, 66. 
74. Nach 39, 65 ist 


Sw N) 8 a= Dies + 47+ x#+4 x4 +--- 


| RE eh ie ake a ai 


ee 


Man summiere der Reihe nach diejenigen Glieder, die rechts und unter- 
halb der einzelnen Diagonalelemente x. x4, 2°, ... liegen. Vgl. auch 
IT 32. 

75. [Euler, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 2, S. 373. Leipzig: 
B. G. Teubner 1915.] Nach 49, 65 ist 


hs 4292+ 2x4 + 2284248 +... 
$3 43x +30 +3 


er evata) osc) ee sherk) Stan st el et aa a eT ulie -ayots Siete 6) 6\%e 


a Pélya-Szegié, Aufgaben und Lehrs&tze II. 22 
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Man summiere die Doppelreihe nach Kolonnen. Die fragliche Reihe 
ist auBerdem (abgesehen vom Faktor — x) die logarithmische Ableitung 
des Eulerschen Produktes 

3h? +k 


(a) oat) = Se? 


k= —=—0o 


[I 54]. Multipliziert man mit dem Nenner 1— x — x? + x8 + x7 — 
und vergleicht den Koeffizienten von x”, so ergibt sich: 


a(n) —o(n—1) —o(n— 2) +o(n—5) +o0(n—7) ~--- =0. 


M+R R+kR 
Links stehen die Ausdriicke (— 1)Fo(n — —) Oe 22 ee 


das bisher undefinierte Symbol o (0) ist, wenn es auftritt, durch ” zu 
ersetzen. 
os q 


Ke Dee 1 gx an Dee ->- = a 


n=0 m=0 n= 


77. Man ersetze in 76 # durch x, q durch — x*, x durch 2?. 


78. Die Entwicklung von a 


2 ergibt als Exponenten die un- 


2 
geraden Zahlen, die von = die Zahlen, welche durch 2, aber nicht 


durch 4 teilbar sind, die von ——— i ia 5 die Zahlen, welche durch 4, aber 


nicht durch 8 teilbar sind, usw. a Lésung I 19, wo auch eine Ein- 
teilung saémtlicher Zahlen nach der héchsten in ihnen aufgehenden 
Potenz von 2 eine Rolle spielt. Die fragliche Identitat ergibt sich auch 
aus I 164 durch logarithmische Differentiation. — Die andere Identitat 
folgt aus 66 oder aus Lésung 114 durch logarithmische Differentiation. 

79. [Vgl. P. G. Lezeune-Dirichlet, Werke, Bd. 2, S. 52. Berlin: 
G. Reimer 1897.] Die fraglichen Gitterpunkte lassen sich auf zwei 
verschiedene Arten abzahlen. Die Anzahl der Gitterpunkte auf der 
Hyperbel xy = k betragt x(k); fiir k=1, 2, ..., m ergibt sich hieraus 
die linke Seite. Die Anzahl der Gitterpunkte auf der zur y-Achse 


parallelen Geraden x = k betragt eh fur’ kaa, Oy ergibt sich 


hieraus die rechte Seite. Vel. II 46. 


80. Die in 79 genannten Gitterpunkte lassen sich auch so abzihlen, 
daB man die Anzahl der Gitterpunkte in den beiden Streifen 


1]*%S5),. ¥en und AS y= yy, xysn 


nimmt und hiervon die Anzahl der Gitterpunkte int <x<», 1<y<p, 
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d.h. »? abzieht. [In dem Gebiet x >», y>v, xy<n liegt kein 
einziger Gitterpunkt, weil (y + 1)? > ist.] 

81. Jedem Gitterpunkt (k, J) in dem Gebiet x>0, y>0, xy<n 
sei der Wert a, 6, zugeordnet. Durch ahnliche Abzahlungen wie in 79 
ergeben sich verschiedene Darstellungen von [,,, das den ,,Gesamt- 
wert“ sdmtlicher genannten Gitterpunkte angibt. 

82. Man setze in 81: a, = A(m), b, = 1, dann ist c,=logn und 
Boas, 1. logs!, also 


logn! = A(r )|* |= lo a : 
des 3-40 » D960 | 5 
83. [80. | 
. 84, Die Binomialkoeffizienten sind ganze Zahlen. (7) ist auch fiir: 
“negatives ganzzahliges x ganzzahlig, wegen (a) =(—1)m (aie = ) 


85. Die Funktionen 1, x, x7, ..., x" lassensich sukzessiv linear mit kon- 


stanten Koeffizienten durch 1, >, Aes a 3 bere all ices) 
; n!| 
ausdriicken. Die Koeffizienten 0), 0,, ..., bm lassen sich aus 


Wie, 6) 0) @ nS Be eL8, © (6/0) Cliaice: © iP e 16) ,6..4).0)\9 0) 0).0.8)16:14)'958),6 @8 


bestimmen. Sind P(0), P(1), ..., P(m) ganz, so ergeben sich hieraus 
by, 5,,.--, Bm als ganze Zahlen. 

86. (85.] 

87. Man kann annehmen, daB die Stellen, an denen P(x) laut 
Voraussetzung ganzzahlige Werte annimmt, 0, 1,..., m sind. Dann 
folgt die Behauptung aus Lésung 85. 

88. [G. Pélya, Palermo Rend. Bd. 40, S. 5, 1915.] 


iene x(a? — 12) (x — 2%) --- [42 — (m — 1)*] 
22" 
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Die Koeffizienten c,, cy, ..., Cm bestimmen sich sukzessiv aus 


PU) Cy, 


[Lésung 85.] 
89. Es ist das Polynom 2m*" Grades 
toe x-m— 1 = al. 0, ePepie'y, OF OR OR oe OF 1 
m\ 2m—1 j 
fire. =n A. oy = 1 0) A eee 1, 


‘also ganzwertig [87]. Ferner 


P(0) = 4d), 
P(1) =d) +4, 
2 (2 


@ 0 [e, @ @,9)10)\0 6 00 els ove pues 6) = 06 eee ere 


[Lésung 85, 88.] 

90. [G. Pélya, Deutsche Math.-Ver. Bd. 28, S. 31—40, 1919.] Nach 
VI 70 nimmt ein ganzzahliges Polynom P(x) = ajx™+a,x™"-'+ .. 
4+- dm, 4 +O an m-+41 verschiedenen ganzzahligen Stellen inioste 


einen Wert an, dessen Betrag => o | a) |= a ist. Fiir m= 4 ist at Su 
Beziiglich m<3 vel. die Beispiele: 
Mia A, ee P(x) — 7 fir #*=—1, 1; 
m=2, P(x)=x(x—1)—1 far= (xj —4; 0) 4; 
m=3, P(x) =(x+1)x(x—2)+1.- fir x= —41, 0,1, 2. 
91. Aus der Lagrangeschen Interpolationsformel, vgl. S. 87. 


92. Erste Lésung. Die fragliche Funktion sei R(x) =5 
P(x), Q(x) teilerfremde Polynome, 7 die Summe der Gradzahlen von 
P(x) und Q(x). Fir 7=0 ist der Satz offenbar. Man betrachte, 
wenn nétig, R(x)~+ an Stelle von R(x) und nehme an, daB der Grad 
von P(x) nicht niedriger als der von Q(x), daB ferner a positiv ganz, 

8, - Pia) meee. 4 ( aah R*fs) 
a) + O ist. Dann ist —— rational und ——— | R(x) — ——] = 
ee! O(a) =a WO ~ Gay) = Ox) 


eine rationale Funktion, deren Wert fiir ganzzahliges x, x>a, 
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P(x)Q(a) - Q(x)Pla) . 
eae ame. ist 
ee Ola)(os — a) 

niedriger als der von P(x); also ist die Summe der Grade von P*(x) 
und Q(x) kleiner als die von P(x) und Q(x). Hieraus folgt die Be- 
hauptung durch vollstandige Induktion. 


rational ausfallt, und der Grad von P*(x) = 


Zweite Lésung. Die fragliche Funktion sei R(x) = ae ‘ 
% 
P(x), Q(x) teilerfremde Polynome vom Grade m bzw. n. Die Werte 
der Funktion fiir x = 0, 1, 2, ..., m+n seien die rationalen Zahlen 
Yq, %, V2, .+-» Ym+n- Betrachten wir das System der m+n-+1 
homogenen linearen Gleichungen 
Ug + Uy + Ugh? + --- + Uy k™ — vor, — 0,7, — Vo tp k? — +++ — Unt, R" = 
(k=0, 1, 2, ..., m+n) 
fiir die m+ n-+ 2 Unbekannten wu, 1%, ..., Um, Up) Vy, ...5 Un. Zwei 


Auflésungen dieses Systems entsprechen zwei Paare von Polynomen 
P(x), Q(x) und P*(x), Q*(x), P(x) und P*(x) vom Grade <m, Q(x) 
und Q*(x) vom Grade =<”, so daB 


P(k) —7%,.Q(k) =0, P*(k)—%O*(RZ)=0, k=0,4,...,m4+0. 


Nun folgt aber aus dem Verschwinden der Funktion P(x) Q*(x)— P*(x) Q(x) 
vom Grade <m-+n, fir x=0, 1, ..., m-+7 ihr identisches Ver- 
' schwinden. Da P(x) und Q(x) zueinander teilerfremd sind, mu8 P(x) 
in P*(x) aufgehen, also P*(x)=cP(x), Q*(x) =cQ(x), c konstant. 
_D.h. das System hat, abgesehen von Proportionalitatsfaktoren, nur 
eine Auflésung. Sein Rang ist also m+n"-+ 1. Folglich gibt es in der 
Matrix des Systems eine Determinante von der Ordnung m + n + 1, die 
+0 ist. Alle Elemente dieser Matrix sind rationale Zahlen. Daher 
kann man eine Aufldsung %, #;, ..., Um, V9, U4) ---) Un als ganzzahlig 
annehmen. 

Es wiirde geniigen, anzunehmen, daB R(x) fiir m+n +1 ver- 
schiedene rationale Werte von x endlich und rational ausfallt. 

93. Die fragliche Funktion /(x) ist [Lésung 92, vgl. die letzte 


Bemerkung] = an a , wo P(x) und Q(x) ganzzahlige Polynome sind. 
Man kann eine ganze Zahl g finden, derart, daB g/(x) = G(x) + 7(x), 


wobei G(x) ein ganzzahliges Polynom, r(x) eine rationale Funktion be- 
zeichnet, deren Zahler niedrigeren Grades als ihr Nenner ist. Der Wert 
von 7(x) fallt an unendlich vielen ganzzahligen Stellen ganzzahlig aus. Da 
limy(x) =0, muB von einer gewissen solchen Stelle an |r(x)|<1, 


z@> oo 
also r(x) =0 sein, folglich r(x) =0, denn eine nicht identisch ver- 


schwindende rationale Funktion kann nur an endlich vielen Stellen 
=0 sein. 
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94, Aus 
m= —4 (mod. #) 
 folgt 
atm=4, 22m 44=2 (mod. f), 


m und k positiv ganz, p ungerade Primzahl. Hieraus geht hervor, daB die 
Anzahl der Primzahlen bis zur Grenze x sicherlich = konst. log log x ist. 

95. [G. Pédlya, Math. Zeitschr. Bd. 1, S. 144, 1918.] Den Fall a= 0 
beiseite gelassen, darf (a, d)=1, d=1, a>d vorausgesetzt werden. 
Die Zahlen 


a 
n= ara)y — 4 
 ( ) 


. sind ganz, y = 1, 2,.3, ..., und die Zahlen 
at nd = av@ytl 


enthalten nur die Primfaktoren von a. 

96.. Ein Produkt von Zahlen der Form 6+ 1 ist wieder von 
derselben Form. 

97. (Goldbach; vgl. Euler, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 3, S.4, S. 337. 
Leipzig: B. G. Teubner 1917.] Erste Lésung. Es sei [85] 


PO +n) =b5(%) +5,(,,% 4) + ve + bma(t) + bm, bm= P(n) 


und b, positiv vorausgesetzt. Hierbei sei ” so groB gewahlt, daB die 
Primzahl P(n) = p groBer ist als m und P(p+n) >. [P(x) wachst 
ins Unendliche, und zwar monoton fiir groBe x.] Fiir x = p sind dann 
samtliche Glieder durch # teilbar, also # ein echter Teiler von P(p + n). 
Zweite Lésung. Ist P(x) vom m‘ Grade, so ist m! P(x) ganz- 
zahlig [86]. Es seien a und 0 positiv ganz, P(a)=p und P(b)=q; 
~,q Primzahlen, g>p>m. Es sei c=a (mod. f), c=b (mod. @g) 
gewahlt. Dann ist m!P(c) =0 (mod. #q), also P(c)=0 (mod. @). 
98. Die ungerade Primzahl # ist dann und nur dann Primteiler 


at Bak 
von *2-++41, wenn (=) = (24) 25tes4Vist! 
99. Die Primzahl , p + 2,3,5 ist dann und nur dann Primteiler 


von x#*-+15, wenn (=) = (=") (3) (=) = 1. Wegen 
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ist dann und nur dann (=¥) = (2) (2) =1, wenn # entweder in 


beiden Folgen 
Pett 14010, 019) 4, Are Ott Tae OP 192211824 YOO)... 


oder in keiner von den beiden enthalten ist. Die fraglichen Primteiler 
sind 3, 5 und alle Primzahlen von der Form 15x+ 4, y=1,2,4,8. 
100. Das Polynom ax?+ bx-+c ist dann und nur dann irreduzibel, 
wenn 0? — 4ac kein Quadrat ist. Es sei # kein Teiler von 0? — 4ac. 
Aus 
4a(ax* + bx +c) =(2ax+6)?+ 4ac—b2?=0 (mod. 4) 


b? — 
folgt (eas =1; nach dem Reziprozitatssatz, angewandt wie 


in Lésung 99, und nach dem Dirichletschen Satz tiber die Primzahlen 
in einer arithmetischen Progression [vgl. die FuBnote zu 110], gibt es 


cee 
(unendlich viele Primzahlen mit (==**)- —1. Mit hdheren Hilfs- 


mitteln kann man den Satz auf irreduzible Polynome beliebigen Grades 
ausdehnen. Vgl. G. Frobenius, Berl. Ber. 1896 I, S. 689—703. 

101. Nach Multiplikation mit einer ganzen Zahl + 0 schreibt man 
das fragliche Polynom in der Form (ax +6) Q(x), a, b ganz, a+ 0, 
Q(x) ganzwertig, Q(x) ==0. Wenn # Primzahl ist und in a nicht auf- 
geht, so gibt es unendlich viele x, so daB ax + b=0 (mod. 9), d. h. 
(ax + 6) Q(x) =0 (mod. #). 


102. x«® — 11x4 + 36x? — 36 = (x? — 2) (x? — 3) (x 


iS) 


= 6): 


6 ; 
Ist > 3, so kann nicht gleichzeitig a = (3) = (5) =-—1 sein, 


wat (2)0)(9)~ 


103. Aus 104 folgt, daB m ein Teiler von p —1 ist. 


104. Aus 
pes ee K(x) [ [ Ku) 
tlm, t<m 

[36] folgt, daB a” —1=0 (mod. #), also ist @ teilerfremd zu #. 
Gehorte a nicht zum Exponenten m (mod. #), so ware schon a’ — 1=0 
(mod. #), wo ¢ ein echter Teiler von m ist; daher ware wegen 

a—1= J [Ke(x) 

t/t 

mindestens noch ein Faktor von x” — 1 auBer K,,(x) durch # teilbar. 
Es ware somit a” —1=0 (mod. #%) und ebenso (a+ ~)”™—1=0 
‘mod. #2), was unméglich ist, weil (a +~)"—1=a"—1+ mpan-* 
(mod. #?). 
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105. 6 P —1 besitzt einen Primfaktor von der Form 6” — 1 [96]; 
derselbe ist kein Teiler von P, also von allen schon bekannten Prim- 
zahlen von der Form 6” — 1 verschieden. 

106. Vgl. Lésung 105. 

107. [G. Pélya, J. fir Math. Bd. 154, S. 19—21, 1921.] Es 
seien ,, Po ---» Pk, Gp Ye ---» @ Primteiler von ab*-+c¢, wobei 
jedes g und kein # in 6 aufgehen soll. Jedes g mu8 dann auch in c 
aufgehen; ist die héchste Potenz von q_, die in c aufgeht, q*, so ist, 
HE e = ps, gh auch die héchste Potenz von q,, die in ab? +c auf- 
geht. Es sei x, eine ganze Zahl, fiir welche ab 4+c2Z0, und pave 
die héchste Potenz von #,, die in ab%-+c aufgeht. Setzt man 


gy (ppt? piskt aka pert) SS 5 
so ist fiir jedes ganze «=O und fir u=1,2,...,k 
rae oks 


abetrz | ¢c=ghu+tcecr+x0 (mod. Pu 


Waren nun 4, po, ..-, Per 1» Yor «» +» Gy Samtliche Primteiler von ab* +-c, 
so ware fiir alle geniigend groBen ganzzahligen Werte von % 


abetr + c+O (mod. pm+1), (mod. pg*?),....., (mod. gi*?), 
| a bte+re + c|= pm ga Rise ek get gs? 4b gf", 


also beschrankt, was doch nicht der Fall ist. 

108. Jedes nichtkonstante ganzwertige Polynom hat mindestens 
einen Primteiler, denn es nimmt die Werte 0, 1, —1 nur an endlich 
vielen Stellen an. Es sei P(x) als ganzzahlig angenommen [86], 
P(a) =b+0, und es seien ,, p.,...,f; als Primteiler von P(x) be- 
kannt. Das Polynom 6-!P(a+6p,,--- ,)*) ist ganzzahlig, =1 
(mod. #, ~,--- p;) fiir ganzzahliges x, hat also einen von 4,, fy, ..., fi 
verschiedenen Primteiler; derselbe ist auch Primteiler von P(x). Auch 
nach der Methode von 107 [vgl. a. a. O. 107]. 

109. Ja, wenn .P(x) linear oder Potenz einer linearen Funktion 
ist [95], aber in keinem anderen Falle, wie sich mit hdheren Hilfs- 
mitteln zeigen laBt. Vgl. a.a.O. 95 und C. Siegel, Math. Zeitschr. 
Bd. 10, S. 204—205, 1921. 

110. [J. A. Serret und andere; vgl. Lk. Landau, Handbuch der 
Lehre von der Verteilung der Primzahlen, S. 436, S. 897. Leipzig und 
Berlin: B. G. Teubner 1909.] [108, 103.] 

111. Es existieren zwei ganzzahlige Polynome (x) und g(x) so, 
daB p(x) P(x) + g(x) Q(x) =m + 0, m ganz ist. Folglich ist (P(n), Q(n)) 
ein Teiler von m, wahrend P(x), Q(x) Primteiler haben, die in m nicht 
aufgehen [108]. 

112. Es sei zuerst P(x) ganzzahlig. P(x) ist zu P’(~) teilerfremd. Es 
gibt unendlich viele Primteiler p von P(x), so daB P(n) =P(n + 6) =0 
(mod. p) und P’(n) + 0 (mod. 4) ist [111]. Wegen P(x + £) — P(n)=pP’(n) 
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(mod. #*) [130] kénnen nicht beide Zahlen P(n), P(m +) durch #2 
teilbar sein. Allgemein betrachte man m! P(x), m der-Grad von P(x). 

113. Es seien J(x), J,(x), J,(x), ... die voneinander verschiedenen 
irreduziblen Faktoren von P(x), nach Multiplizitat geordnet, so daB 
P(x) = (J («)]" Jil)" [Ja(#)]™..., mam, sm,<---. Es gibt [111] 
unbeschrankt viele Primteiler von J(x), so daB aus J(n)=0 (mod. 9) 
sicherlich J’(n) = 0, J,(m) + 0, Jo(n) #0, --. (mod. ) folgt. Eine der 
beiden Zahlen J(n)-und J(m + #) ist bloB durch # teilbar [112] und 
folglich eine der beiden Zahlen P(m) und P(n +) bloB durch 9”, 
durch keine héhere Potenz von /. 

114. [Ch. Brisse, Aufgabe; Interméd. des math. Bd. 1, S.10, 1894. 
R. Jentzsch, Aufgabe; | Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19, 
S. 361, 1912. Lésung von W. Grosch, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 368, 
1913. Vgl. auch Serie 3, Bd. 25, S. 86, 1917.] Ist P(x) keine exakte 
k‘© Potenz, so gibt es eine ganze Zahl a und zwei ganzzahlige Poly- 
nome Q(x), R(x) derart, daB a* P(x) =[Q(x)]*R(x), wobei Q(x) eventuell 
=1 ist, aber R(x) auf alle Falle eine Nullstelle besitzt, deren Multi- 
plizitat <k ist (aus der Zerlegung von P(x)- in irreduzible Fak- 
toren ersichtlich). Es gibt beliebig groBe ganze Zahlen n, fiir welche 
R(n) durch eine Primzahl ¢ teilbar ist, ohne durch #* teilbar zu sein 
[113]: folglich stellt weder R(m) noch P(m) eine exakte k'* Potenz dar. 
Andere Lésung in 190. 

115. Verfeinerung der Methode in 107. [Vgl. a.a. O. 107, S. 19—21.] 

116. [Gauf. Vgl. Hecke, S. 14, S. 78.] 
117. [Gauf. Vgl. Nouv. Ann. Serie 1, Bd. 15, S. 383, 1856. 

Lésung von De Rochas, usw. ebenda, Serie 1, Bd. 16, S.9, S.10, S. 71, 

1857.] Ist f(a) 0, a@ ganz, so ist f(x) = (x — a) q(x), wobei ¢(x) 
ganzzahlig [116]. Von den beiden Zahlen —a, 1—a ist eine, daher 
von den beiden Zahlen /(0) = — aq(0), /(1) = (4— @) p(1) mindestens 
eihe gerade. 

118. [A.a.O. 90.] Es sei f(x) = ayx”™ + a,%"- 14 +--+ am, a +0, 
ein ganzzahliger Faktor von P(x) von méglichst hohem Grade m. Dann 


ist n— fl am<n. Nach Voraussetzung miBte f(x) an n, d. h. 


an mindestens m-+1 Stellen ganze Werte annehmen, dic absolut ge- 
nommen kleiner sind als 


aus (L) S. 87 folgt dann [VI 70] |a)|<1, also a0: Widerspruch. 


Vgl. 116. 
119. [A. a. O. 90.] Durch Modifikation der SchluB8weise von 118. 
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120. [P. Stackel, J. fir Math. Bd. 148, S. 104, 1918; G. Pdlya, 
a.a.O. 90.] Das fragliche Polynom mit P(x) bezeichnet, ist fiir ganze x 


P(x) = x(x —1)(x —2)---(¢ — nm +1)=0 (mod. 2!) [130]. 


Die Irreduzibilitat von P(x) folgt aus 119 wegen 


wes fg). wes 


Das angegebene irreduzible Polynom hat den maximalen standigen 
Zahlenfaktor n!, der einem ganzzahligen Polynom mn" Grades mit 
teilerfremden Koeffizienten zukommen kann [86]. — Anderes Gegen- 
beispiel [A. und R. Brauer]: Das Polynom x"-+ 105%-+12 hat den 
standigen Zahlenfaktor 2, und ist, nach dem bekannten E1sensteinschen 
Kriterium, irreduzibel. Aber auch die Werte + 2 kann es nicht an- 
nehmen, da, nach demselben Kriterium, auch 


x 4+105%+10, x +105" +14 
irreduzibel sind. 
121. [J. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 13, 
S. 367, 1908. Lésung von W. Fliigel, ebenda, Serie3, Bd. 15, S.271—272, 
1909.] Sind p(x), y(*) ganzzahlige Polynome [116] und 


(% — a)(% — ag)+++(% — Gy) —1 = o(x) p(x). 


so muB (a RL neds sein. fir 9 == 1,2) 6, %2 Warten die 
Polynome (x), w(x), also auch (x) + w(x) vom Grade <n —1, so 
muBte g(x yey ae sein, weil es an ” Stellen =0 ist; folglich 
miuBte 


(% — a4)(% — ay) --- (x — a,) —1= — [p(x) P 


sein: unmédglich wegen des Koeffizienten von x”. 
122. [A. a. O. 121.] Sind (x), w(x) ganzzahlige Polynome vom 


Grade -~-'n—1 und 
F(x) = % (% — a4) (% — ay) +++ (% — ay_1) +1=—(x) p(x), 


wobel 0<4,<a,<--:-<a,_, ist, so folgt nach der SchluBweise 
in 121 


p(*) = p(x) , F(x) =[y(x)?, n=2mM, 


wobei m ganz ist. Nun ist F (*) ee ie Gi aly ona 
2) \ os 2 eZ 2 2 


113 4m—3 ; 
vee We os <0 fir m=3, also F(x) kein Quadrat. Nur fiir 


li\ 


1 
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1 3 ; ; : 
F (5) > 0 ist weitere Diskussion nétig. F(x) ist nur in folgenden 


beiden Fallen reduzibel (also ein Quadrat): 


M2, A=4, G=1, 4=2, a=}, 


r] 


m=1, n=2, a, =2 


123. [J. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 15, 
S. 259, 1909.] Wenn (x), w(x) ganzzahlig sind vom Grade k, | bzw., 
wenn ferner der héchste Koeffizient von g(x) positiv ist und 


(% — ay)? (x — ag)? -++ (% — ay)? +4 —p(x) p(x) 


gilt, dann sind g(x), w(x) fir reelle Werte von x stets >0, 
p(a,) = p(a,) =1,° w(x) =xF +---, w(x) =e +---, Rt+1l=2n. Ist 
k<lI, so ist p(x)=1, weil der Wert von g(x) an n=>k-+1 Stellen 
=1 ist. Ist R=/=n, so verschwindet das Polynom (n—1)*" Grades 
(x) — w(x) an mn Stellen, also identisch. Eine Identitat 


1==[¢p(x)]? — (% — ay)? (% — ag)? -- + (% — ay)? . 
= [(x) + (% — a) (% — aa) - - - (% — ay) [(%) — (% — a4) (% — ag) «+ + (% — ay)] 
ist aber unméglich. , 
124. [J. Schur, Aufgabe; a.a.O.123. Lésung von A. und R. Brauer.] 
Wir setzen (x) = (x — a,)(x — ay) --- (% — ap). Ware pi{x) +1 redu- 
| zibel, so ware es zerlegbar in der Form ; 


(1) Po(x) +41 = [1 —fo(x) b-1(%)][4 — bol) Ar (x)], 


p_,(x) und #,(x) ganzzahlige Polynome mit dem ersten Koeffizienten 
—1. Aus (1) folgt : 


Po(x) = — [b-1(%) + Pr()] + Bo(x) + B-1(%) - Bol) - Pi(®), 
(2) p-s(*)+di(*) = — ho(*) 42), 


(x) ein ganzzahliges Polynom. Folglich ist 
(3) P(x) = U(x) + p-1(x) + Pi(x) - 


Sind nun die Grade _, und m, von p_,(x) und #,(x) gleich, so folgt 
aus (1): #_,=,=%. Durch Vergleichen der héchsten Koeffizienten. 
in (2) schlieBt man ¢(x)=2. Aus (2) folgt ferner p_,(4,) = — p,(a), 
also nach (3): pi(a,)=2, v=1,2,...,m. Da $,(a,) ganz und rational 
ist, ist dies unméglich. 

Es sei also n_, > ,; es ist 


1= pila) pila) [mor. 1 —,(2) - Bola) 
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Aus (1) folgt daher 
Pix) +1 = di(x) + Pi(x) « Po(x) =0 [mod. 1 — p,(x) - bo (*)], 
(4) Pi(x) +1 =[1 — p(x) - Po(*)][1 — fils) > bol)], 


wo #,(x), wie im folgenden allgemein ;(x) und ¢,(x), ein ganzzahliges 
Polynom bedeutet. Bei der Ableitung von (4) aus (1) sind die Eigen- 
schaften der Wurzeln von #,(x) nicht benutzt worden; daher erhalt 
man analog zu (4), (2) und (3) 


(5) Pi(™) +1 = [4 — pale) - ba-1(¥)][4 — balx) - Pasi(*)], 

(6) pa-1(¥) + pasi(x) = — palx) L(a), 

(7) P(x) = ty(x) + pi-1(*) - basal), A=0,1,2,.... 
Durch Elimination von p,_1(x) bzw. £241(%) aus (6) und (7) folgt 
Pile) + Pir) ps2 Pie) PPA) 
1 — pa(x)+pr+1(*) 1— pi(x) pi-i(e) 


Die Grade m, von #;(%) nehmen immer um denselben Betrag ab, denn 
aus (5) folgt wegen u_, >, 


2 = M™-1 + M41, M-1—-M=M— M41, Mim. 


Daher muB es ein erstes identisch verschwindendes Polynom #,41(x) 
geben. Man setze #,(x)=y. Aus (7) folgt fir ,=v: y? =i(x), also 
aus (6) 


bi a(%) = YS Bde (e) = Spy = PAR) ==, 


Aus (6) folgt ferner, daB alle 4; Polynome in y werden, £;(x*) = q,(y); 
in jedem g, sind alle Exponenten (mod. 4) kongruent. Mit-« ist daher 
auch 7a Wurzel von qi(y) =0. AuBer q,(y) und g,-i(y) haben alle 
qi(y) von 0 verschiedene, also auch nicht reelle Nullstellen. Dasselbe 
gilt fir p,(x), da y(x) rationale Koeffizienten hat. Da (x) lauter 
reelle Nullstellen hat, mu8 entweder vy = 1 oder y =O sein. Die erste 
Moglichkeit fallt fort, weil dann ,(x) = — p%(x) sein miiBte, was 
unmoglich ist, da die Nullstellen von #,(x) sdmtlich voneinander 
verschieden sind. 

125. [A. und R. Brauer.] Analog wie in 124 erhalt man eine Reihe 
von ganzzahligen Polynomen p_,(x), p(x), i(x), ..., die den folgen- 


den Gleichungen geniigen: . 

(1) Flpa(x)] = {4 — palx) - pa-1(x)} 1 — ae * Prsa(x)), 

(2) Pa-1(*) + Pasi(*) = —Pal(x) - t(x) — 

G) pile) + A pila) + B=) a pal), 10,1200. 
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wo ¢(x) ein von A unabhangiges ganzzahliges Polynom bedeutet. 
Haben #_,(x) und #,(x) denselben Grad, so wird analog wie in 124 


ae es ee 
Pil mpi AB }8, ft AenD ee re Gr 


Also muB A? — 4B a 8 = C* sein; ist dies aber der Fall, so wird F (z) 
reduzibel : 
(4) F(z). = {2 + 3(A + C)z+ 1} {22+ 4(A —C)z +13. 

Ist m_,;>>,, so sei wieder #,,,(%) das erste identisch ver- 
schwindende Polynom, #,(x) =y; dann wird ¢(x) = u(y) =y2+ Ay+B; 
pilx) = gi(y) werden ganzzahlige Polynome in y. Mit #,(x) hat go(y) 
lauter verschiedene ganzzahlige Nullstellen 0,, b,, ..., b,,. Fir y = by, 
‘ e=1, 2, ..., m wird, wenn man q,(b,) = 0% setzt, 

(5) Gi(bu) +AQy(b.) + B= u(b,) =0, +46, +B [aus (3) fir 4=1], 
folglich 
(6) u(bi) = bn? + Abr + B=u(b,)=8,4+Ab,+B. 

Entweder ist also bi =b, oder bk =—A—b,. Nun ist 
qo(Ou) = Gr+1(Bp) =0, bn = G(bu) = G(be), da g(y)=y ist.. Aus 
Gilb.) = r-a+1(0%) und gisx(b,) = gq -a(b%) folgt aus (2): 

gi+2(b,) = —A — Gi+i1(Bu) 4 (b,) — 9i(bu) 
= —A — qy-j(bjt) 4 (br) — Qy -24i(8n) = Qr—1-1(07) 
Wee RETO Wr aE eae 


folglich 

(7) by = (bu) = qx (bj: . 

Diejenigen b,, fiir die b% = 6, wird, geniigen der Gleichung 
(8) Dy) =, 

diejenigen, fiir die b; = —A — b, wird, der Gleichung 

(9) nly) =—y—A. 


(8) und (9) sind vom Grade m— 2, wenn » > 1 ist. Also geniigen 
mindestens 2 der b,, etwa b, und 6, der Gleichung (8) und mindestens 


2 der Gleichung (9), etwa b, und b,. Da 6, + ist, kann man 6, + — ae 
qi(23) — Q(x) bs — b, 


bg — b, bg by 


und qu(b5) — aa(bs) == pares ganze Zahlen; also ist 63 — 6, = +(b3 — 0,). 
by — b, bs — b, 


also b3 + 6 annehmen. Nun sind nach (7) 
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Das Zeichen + ist unbrauchbar, da b3 +0, ist; also erhalt man 
te x 
0; == a x bs und analog b, = Os - 
Also ist y=1, g(y) = —v (2+ Ay +B) -A=—(+4Ay?+By+A). 
Aus },+06,+6,=—A=},)b,b, folgt bei passender. Numerierung 
by=1, b:=2, b= 3 oder b,=—1, b=—2, b,= —3, oder 
b, =—b,>0, b,=0. In den beiden ersten Fallen wird F(z) = 24462 
+ 41122+6z+1 nach (4) reduzibel, im letzten F(z) = 27—bj2+1 
nur.fiir 6? = 1 positiv definit. Also wird F(z) = 2z4—22+1; 6,=1, 


n 


bo=—1, bs=0; goly) = —y(y—1) (y+ 1) = pole) =f] (x — a). 


v=1 
y(x) kann nur einen Linearfaktor enthalten, da sonst y(x) und 
y(x) —1 nicht nur ganzzahlige Wurzeln a, hatten. Folglich wird 
po(x) = (% — «)(% — a —- 1)(« — a« — 2). In diesem Fall wird tatsdch- 
lich F[p9(x)} reduzibel. 
126. [A. und R. Brauer.] Vgl. Lisung 124, 125. Die Rekursions- 
formeln werden hier 


Api(x) + 1 = [4 — pax) pa-a(*) A — Pala) Pi41(%)] 
Pi-1(%) + pa+i(%) = — pa(x) - e(x) fiir gerades A, 
Api(x) = t(x) + pi-1(%)Pa+1() 


as ; folglich b, = b,. Das ist unméglich. 


Tl) +4 = [1 — pala)bxaQO)IUt — fale) +(2)] 
pi-1(%) + pasi(%) = — fil) tle) fiir ungerades A. 
7 Bile) = tle) + pale) Pisala) | 


p_,(%) und £,(*%) werden ganzzahlig, ihre héchsten Koeffizienten seien 
A_, und A,; die iibrigen #,(%) brauchen nicht ganzzahlig zu sein. 
Trotzdem schlie8t man im Falle n_, >, wie in 124, 125. 

Fiir 1_, =, folgt aus den Rekursionsformeln wegen A_,A,=A>0 


[p-1(*) — pa (™)P = po(x)(A-y — Ay)? —4(A_-, + A,), 


{p_3(%) — py(%) + ho(x)(A-1 — A,)} {p-1(x) — P(x) — Po(x)(A_-1 — A,)} 
= —4(A_,+A)) : 


Aus A-.,A,>0 folgt A_,+ A, +0; die beiden Faktoren der linken 
Seite sind Konstanten; der héchste Koeffizient im ersten Faktor ist _ 
also 2A_,—2A,=0. Folglich ist A_,=A,, [p_4(*) — p,(x)]?=—84A,, 
24,=—C?, A,=—2D?, A=4D*. Umegekehrt ist 4D*z44-4 
= (2D°# + 2Dz-+ 1)(2D?z2 —2Dz+1) reduzibel. 

127. [Verallgemeinerung einer Bemerkung von O. Gmelin, vgl. 
P. Stackel, a.a.O.120, S.109—110.] Es sei (x) ein ganzzahliger 


VIII. Abschn., Lésungen 126—132. 354 


Faktor von P(x) = p(x) p(x) [116]; dann liegen auch simtliche Null- 
stellen von g(x) in der Halbebene Rx<n—4. Daraus folgt, daB 
|p(n — 4 —t)|<|g(n—4+2)|, wenn ¢>0. Da y(n —1) +0, o(n—1) 
ganz, ist |@(m —1)|=1, und g(m) ganz, |@(n)|>4.° Ahnliches gilt 
fiir w(x). Mithin hatte P(m) die echten Teiler y(n) und p(n): Wider- 
spruch. 

128. [A. Cohn.] 127 mit nm = 10 anwendbar [III 24]. 

129. [D. Hilbert, Gétt. Nachr. 1897, S.53; Beweis von A. Hurwitz.] 
Vr, Ys, Vrs, Vr +s, Vy —Ys_ sind irrationale Zahlen; daher sind in 
jedem Linearfaktor die Verhaltnisse der Koeffizienten irrational und 
ebenso in jedem quadratischen Faktor, den man durch Kombination 
je zweier Linearfaktoren erhalt. Daher ist das fragliche Polynom 
irreduzibel im absoluten Sinne [S. 136]. Gilt die Funktionenkongruenz 
[Hecke, S.11—12] 


P(x) = (x? + a, % -}- dg) (x? + 3% -+- a4) (mod. a), 
P(x) = (x2 + b,x + By) (x? + bgx + by) (mod. 8) 


und ist (a, b) =1, so gibt es Zahlen cy, Cg, cs, cy, so daB 


Cy=a, (mod. a), c,=b, (mod. d), PAT 234; 
P(x) = (x? + ¢,% + Cq) (x? + ¢3% + c,) (mod. ad). 


Es geniigt also, die Zerlegbarkeit nach Primzahlpotenzmoduln darzutun. 
y ist quadratischer Rest mod. 8, also mod. 2", wo n beliebig: P(x) er- 
scheint in (1) als eine Differenz von zwei Quadraten mod. 2”, zerfallt 
also in zwei Faktoren zweiten Grades. P(x) zerfallt mod. 7” wegen (2), 
mod. s” wegen (1). Wenn # Primzahl ist, p+ 2, +7, p+, ist eines 


der drei Symbole (<) ; (5), (=) sicher. —=4.da (=) (<) (=) = 4 
1s 


je nachdem (5), (<) oder (=) =1 ausfallt, zeigt (1), (2) oder (3), 


die Zerlegbarkeit mod. #”. Den Grund fiir die Mdglichkeit derartiger 
Beispiele sieht man bei G. Frobenius, a. a. O. 100. 


ce aA Ci tags [84, Lisung 136.] 


m! m 


131. Sind die fraglichen Zahlen a,a+d, a+2d,..., a+(m—1)d 
und (d, m!) =1, so gibt es ein da’ mit (d’, m!) =1, so beschaffen, daB 
dd’ =1 (mod. m!). Es ist, ad’ =a’ gesetzt, 

d'"a(a+d)(a+2d)---(a+(m—1)d 
= q' (a +1) (a + 2)--- (@ + m—1) (mod. m!) [130]. 


132. [K. Hensel, J. fiir Math. Bd. 116, S. 354, 1896.] [Lésung V 96.] 
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133. a) m= 4 oder eine Primzahl. Ist namlich m zusammengesetzt, 
n=ab und ax<b<n—1, so ist (n—1)! durch n teilbar. Ist n 
das Quadrat einer Primzahl, n=? und p> 2, so ist n—1>2p 
und (x —1)! wieder durch #? teilbar. 

b) n = 8, 9, p, 2, wenn # eine Primzahl bezeichnet. Wenn n nicht 
die Form #, 2, ~? hat und + 8,16, soist »=ab, wo 3<a<b. 
Entweder sind die Zahlen a, 2a, b, 26 alle voneinander verschieden, 
oder die Zahlen a, b, 3a, 2b: auf alle Falle resultiert aus 2b <n die 
Teilbarkeit von (m —1)! durch a?b?. Nun ist 


oe 


Pp 
Pies 


|= PA4 Sore pS" 


2h aaa 
payee 


ieee :25 2" —-1—n>2n fin, ne 


und so bleiben kraft 134 nur die aufgezahlten Ausnahmefalle tibrig. 
134. Nach 82 ist der fragliche Exponent 


elt bal + alt 2 bp 


Die Summe ist auf / Glieder zu erstrecken, wo p'=<n< p'*1, oder 
auf unendlich viele Glieder: » =1, 2, 3, .... 

135. [E. Lucas, Théorie des nombres, Bd. 1, S. 363. Paris: Gauthier- 
Villars 1891.] Die hédchste Potenz von 10, die 1000! teilt, hat 
offenbar den gleichen Exponenten wie die héchste Potenz von 5, die 
1000! teilt. Der Exponent ist [134] 


1000 1000 
pelea 


4000 4 
| +| 000 


a O00 | = 200 + 40 + 8 + 1 = 249. 


136. [E. Catalan, Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 13, S.207, 1874; E. Landau, 
ebenda, Serie 3, Bd. 19, S. 344—362, 1900.] Es sei # eine Primzahl, 
y positiv ganz; setzt man ap-”=a’, bp-” =U’, so geniigt es [134], | 
folgendes zu beweisen: . 

ee at oe le ee 
Vel. 8. 


137. [F. G. Teixeira, C. R. Bad. 92, S. 1066, 1881; M. Weill, 
S. M. F. Bull. Bd. 9, S. 172, 1884.] Es geniigt [134] 


allele seep delphi 


V 
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zu zeigen, p prim. 
J 
a) (4,f)=1: h= | p’ +1, also 


ea] [A] 4 [2] 
p=" lel Lp 

b) h= pn’, (’,p) =1; dann fallen linker und rechter Hand die 
« ersten Glieder fort, und die Behauptung lautet: 


a) +P] +—=e(2] +E] +~) +l] 


Vel. a). 
138. Es sei m!=1M, wor nur Primfaktoren von ¢ enthalt und 
(M,t) =1 ist. Es sei ¢#=1 (mod. M). Dann ist, ahnlich wie in 131, 
’™s(s — t) (s — 22) --- [s— (m — 1) t]=0's (t's —1) --- [t's — (m—1)]=0 
(mod. M). 

139. Nach 134 und 138 ist 


; (i I Pye Rese 


ie: 


ib * eh cae Hie gana few a S hes 3 
ono + |] 4 [2] 4/5] + EAE a ee 
140. Ist t= p%g'r’ ---, $,9,7,--- voneinander verschiedene 


Primzahlen, so ist T= prt! gf+177+1... [139], weil 


t+ |S] +- <n(a+—4a) <m(a +1), 


mp4 [= 4 |S] ecm B Hien, usw. 


na +| 


‘ ete 2) 
141. Es ist f(z) 0() 
mit ganzzahligen Koeffizienten [149]. @Q(0) /[zQ(0)] kann, nach Kirzen 
durch Q(0), als Quotient zweier ganzzahliger Polynome dargestellt werden, 
_wobei der Nenner fiir z = 0 den Wert 1 annimmt.’ Vgl. das Ende von 
Lésung 142. 
142. Geniigen /(z), g(z) der Eisensteimschen Bedingung, so kénnen 
(2) —7(0) und g(z)—g(0) auch simultan zu- ganzzahligen Reihen 
gemacht werden durch Vertauschung von z mit Tz (T geeignete posi- 
tive ganze Zahl). 
Sind F(z) und G(z) ganzzahlige Potenzreihen, so sind es auch 
F(z) + G(z), F(z) — Gz), F(z) G(z), ferner F[G(z)], G(0) =0 voraus- 


, Q(0) +0, P(z) und Q(z) sind Polynome 


gesetzt, und a” G(0) =1 vorausgesetzt. Denn ist 
Gi) =1—a,2—a,2—.---=1—H(2), 
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@,,4,... ganz, so erweist sich 
[G(2)]) t=— —H¢))1=t+ 22) HAG ieee a= 


nach aufsteigenden Potenzen von z geordnet als ganzzahlig. 

143. Aus der Definition. 

144, [Vel. G. Polya, Acta Math. Bd. 42, S. 314, 1920.] Die Be- 
dingungen 1. 2. flieBen unmittelbar aus der Eisensteinschen. DaB 1. 2. 
die Eisensteinsche Bedingung nach sich ziehen, zeigt man folgender- 
maBen: Es sel 


1 tn 
Btn" Al n =1,2,3,..., 


dann ist, wenn ein Primfaktor # in ¢, genau »,-mal vorkommt, 
Vn 


Bezeichnet P das Produkt der Primzahlen, die in 4,, 4,73, ... auf- 
gehen, und & eine ganze Zahl, k > B, so kann T= P* gesetzt werden. 
In J” kommt namlich jeder Faktor von P genau kn-mal vor, und 
Rae ye Tir na 2.5) 


a Jn 
145. Zea tomy he pri 
n=0 n=1 
wo an = pal also u, ungerade ist. Die erste Reihe erfiillt 2. 
in 


aber nicht 1. [107], die zweite Reihe erfillt 1. aber nicht 2., keine 
der beiden erfillt die volle Eisensteinsche Bedingung, keine ist alge- 
braisch. 


146. (4—2)-*= Ay 2", (4 — 2) -#ty-l = Oe" 
gesetzt, ist 
Aa foot Mualt ceed te? eet haat < 
Soe oo b thesia 
n= 


[140, 143]. Weitere Untersuchungen und Literatur: A. Evrera, Palermo — 


Rend. Bd. 35, S. 107—144, 1913. . 
_ 147. Der Quotient von zwei konsekutiven Koeffizienten ist 
(« +n) (6 +n) (« +) (B+) 
—_—__—___“___ We : d a ML Rhee Ny COR Ag ac wt 
(ERO ea) mo+y, i+y un SE at et ye 0,41,:2,408 


rational ausfallt, so sind «f, « + 6 und y rationale Zahlen [92]. 
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148. Es sei a= 0 so gewahlt, daB a(a + x) (6 +x) =ax®+bx +e, 
wo a, b, c ganz. Ware F(«,f,y;z) algebraisch, so miuBte (144, 1] 
jede Primzahl # (abgesehen von endlich vielen) Primteiler von 
ax*-+bx-+-c sein. Vgl. jedoch 100. 

149. Spezialfall von 150. 

150. Spezialfall von 151. 

151. [Vgl. E. Heine, J. fiir Math. Bd. 48, S. 269—271, 1854. 
Theorie der Kugelfunktionen, 2. Aufl., S.52—53. Berlin: Reimer 1878.] 

Erster Beweis. Man betrachte die Koeffizienten von R. 
Wenn die Funktion R nicht identisch verschwindet, so 1aBt sie 
sich in die Form Ry +o, Ri +a, R,+---+«,R, bringen, wobei 
Ry, Ry, Ro, ...,R; ganz rational in z,y,y’,...,y@ mit rationalzahligen 
Koeffizienten und 1, 4, %,...,&, rational unabhdngig sind; d.h. aus: 
Ny + My X&y + My %y + +++ + M4, =0, Mp, My, Mg, ...,% Tational, folgt 
Ny = My = Nn, = --- = m=0. Wird in Ry, R,, R,, ..., R, fiir y die Potenz- 
reihe a)+a4,z+---+a4,2"-+ --- eingesetzt, so ergeben sich bzw. die 


Potenzreihen >"¢”) 2, v=0,1,...,1,¢% rational. Durch Vergleichung 
n=0 
der Koeffizienten von 2” folgt 10+ 0,/94.---+0,=0, dh. 


oh) =... 7) 09, so dab >) 2 =0, 1 =0,1,..., 1. 
n=0 

Zweiter Beweis. Man betrachte die Koeffizienten von y. 
Das Bestehen der Relation R=O bedeutet, daB die Potenzreihen 
einer gewissen endlichen Anzahl von Funktionen von der Form 
at yy” (4) "1 (y”)%2... (y)’r voneinander linear abhangig sind [S. 106]. Man 
driicke eine dieser Potenzreihen durch andere unabhangige linear 
aus; die hierzu erforderlichen konstanten Faktoren sind kraft des in 
Lésung VII 33 auftretenden Gleichungssystems (*) aus den Koeffi- 
zienten der Potenzreihe y rational aufgebaut, also im vorliegenden ° 
Falle rationale Zahlen. 

152. [E. Heine, a. a. O. 151, S. 50.] Die Diskriminante der Glei- 
chung /*** Grades in w 


(*) F(z) v + F,(z)w'-1 + --- + F,_,(2)w + Fiz) =0 
ist ein ganzer rationaler Ausdruck in Fo, Fy, ..., Fi-y, Fi, folglich 
eine in einer Umgebung von z=0 reguladre analytische Funktion. 
Falls sie identisch verschwindet, kann man durch rationale Operationen 
eine Gleichung herstellen, der f(z) geniigt und deren Diskriminante 
nicht identisch verschwindet; nehmen wir also an, daB schon die Dis- 
kriminante von (*) nicht identisch verschwindet. Dann existieren 
i voneinander verschiedene Funktionen w, = f(z), w2, ...,@, die in 
einem gewissen Ringgebiet 0<|z|<e@, @>0, regular, vielleicht 
mehrdeutig sind und die Gleichung (*) erfiillen; im Punkte z=0 
23* 
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haben sie eventuell cm algebraische Singularitat. Falls eine wie w,. 
beschaffene Funktion|q@(z) die Eigenschaft hat, daB 


(plz) — C9 — Cy 2 — +++ — lpg 2” 1) 2-" 


fiir beliebig groBe Werte von » in der Umgebung von z = 0 beschrankt 
bleibt, so gilt identisch (z) = f(z) [IV 166]. Man betrachte einen 
Wert m, so daB die 7 — 1 Funktionen 


(Wy — Cy — Cy 2 — s+ — Cy_y 2") 20", A=2)3 ae 


alle unbeschrankt sind in der Umgebung von z=0. Setzt man 
in (*) 


WC AC) Sar de ie Cae Se 


ein, so entsteht eine wie (*) beschaffene Gleichung fiir y; nach Division 
der Koeffizienten durch eine Faseade Potenz von z kann dieselbe in 
die Form 


ha) Go(z) + Gy(z) "8 + +++ + Gi_a(2)¥ + Giz) = 


gesetzt werden, wobei nicht alle Zahlen G,(0), G,(0), ..., Gj_1(0), G,(0) 
verschwinden. Ist G,(0) = G,(0) = --- = G,_,(0) =0, G,(0) +0, so 
hat (**) (etwa nach dem WeierstraBschen Vorbereitungssatz) 1—h 
fir z=0 beschrankte Lésungen. (**) hat tatsachlich nur eine fir 
z=0 beschrankte Lésung, namlich Cm + Cmi12+Cm4922 + ---; also 
ist 1—h=1, h=1—(, w.z.b.w. 

153. [A. a. O. 151.] Wir k6nnen annehmen, da8, wenn 
f(z) =cot+c,2+c,22+--- gesetzt ist, P)(0) =P,(0) =---=P;_,(0) =0, 
P,_,(0) =a+0 [152], P,(z), Py(z),..., Pilz) ganzzahlig, cy + 0 und cy 
eine ganze Zahl ist. Setzt man z=0, so wird acy+ P,(0) =0, also 
P,(0) durch a teilbar. Folglich ist a~1P,(az) ganzzahlig, A2=0,1,2,...,1, 
und insbesondere a~!P;_,(0) =1. Somit kann 


(*) {(a2) = Qolz) + Qa(z) [f(az)? + --- + Quiz) Lia) 


a-+P,_3(a2z) 
a~* P;_ (a2) 
(Lésung 142], 2= 0, 2,3,...,2, und Q,(0) =0 fiir 2=2,3,...,/. Aus 
(*) bestimmt sich a"c, durch Koeffizientenvergleichung als ganze ganz- 
zahlige Funktion von ¢y, a¢,, a®c,,...,a"-1c,_,, also [rekursiver 
SchluB] als ganze Zahl. 

154. P(z), Q(z), Q1(2), Q(z), .... seien rationalzahlige Potenzreihen, 
man setze y=cy+c,z+c,22+.---. Besteht eine der sechs 


gesetzt werden, wobei Q,(z) = — wieder ganzzahlig ist 
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Gleichungen 


y=P(2)+Q2), y=P@)—Q@), y»y=Ple) Q(), 
) 


P(z , 

y= aia" Q(0) =1 vorausgesetzt [142], 

y=P[Q(z)], — Q(0) =0 vorausgesetzt, 

¥ = Q(z) + Q2(z) ¥? + Qs(z) ¥> + ++» + Qilz)y”’ 

Q2(0) = Q3(0) = --- = Q,(0) =O vorausgesetzt [152], 

so ergibt sich c, als eine eindeutig bestimmte rationale Zahl, rational 
und ganz aus den Koeffizienten von 1,2; 22,...,2" in den Entwick- 
lungen von P(z), Q(z), Q,(z),... zusammengesetzt, die also nur solche 


Primzahlen im Nenner haben kann, die auch in den Nennern der 
besagten Koeffizienten auftreten. [Vgl. a. a. O. 144.] 
155. [A. Hurwitz; vgl. G. Pélya, Math. Ann. Bd. 77, S. 540—512, 


ie é 
1916.] Es sei # eine Primzahl, die in allen c, = >'a,b,_,, aber nicht 
v=0 


in allen a,, »=0,1,2,... aufgeht. Es seien z.B. a, a, ..., 4-1 =0, 
4&0 (mod. f). Aus c,=az,b, (mod. ) folgt dann b,=0 (mod. 9), 
aus Cy,;= 4a, 6, =0 (mod. pf) folgt 6, =0 (mod. 4), aus q4,=4a,6,=0 
(mod. 4) folgt 6,=0 (mod. 4) usw. 

156. [P. Fatou, Acta Math. Bd. 30, S. 369, 1906. Die hier an- 
gegebene Lésung riihrt von A. Hurwitz her; vgl. G. Polya, a.a.O. 155.] Es 
gentigt, den Satz fiir primitive Potenzreihen /(z) = a) + 4,2 + 4),27+--- 
zu beweisen [155]. Nach 149 ist /(z) =a P(z) und Q(z) ganzzahlig 
und ihre Koeffizienten teilerfremd. Die (abbrechende) Potenzreihe 
Q(z) ist primitiv; hatten namlich ihre Koeffizienten den gemeinsamen’ 


Teiler ¢, so miiBte ¢ wegen P(z) = was i f(z) auch in denen von P(z) 


aufgehen. Man bestimme zwei sierra ic Polynome #(z), (z) 
derart, daB (z) P(z) + q(z) Q(z) =m+0; m ist ganz. Es ist, 
q(z) + p(z) f(z) = R(z) gesetzt, m = Q(z) R(z). Hier ist R(z) ganzzahlig 
und nicht primitiv, falls m + +1 (sonst miiBte [155] m auch primitiv 
sein); seine Koeffizienten sind auf alle Falle durch m teilbar. Aus 


= 9(0) 2 soit Q(0) = 4. 
157. ae rationales @ ist die Folge a, a,,a3,... von einem ge- 


wissen Gliede an periodisch, also /(z) = 4,2 + a,2* +--+ + @,2"+--- 
rational. Fiir irrationales 9 kann /(z) nicht rational sein, weil es 


dann [149] Quotient yon zwei ganzzahligen Polynomen, also ite \) 
rational ware. 
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158. [Vgl. E. Landau, Nouv. Ann. Serie 4, Bd. 3, S. 333—336, 
1903. R. Jentzsch, Math. Ann. Bd. 78, S. 277, 1918.] ,,Wenn Koeffi- 
zientenfolge periodisch, dann dargestellte Funktion rational“ ergibt 
sich leicht (geometrische Reihe). Umgekehrt: Es seien die Zahlen 
Ap, 4, 4,... nur m verschiedener Werte fahig, und der Nenner sei 
=1+hz+1,2+---+hz*. Esist ap, t+laQn-ytleadn-ot-:>+han-1=0 
fiir geniigend groBes n. Da es nur m* verschiedene Systeme a, _;, 
An—9) +++» Gy-~ gibt, existieren zwei Zahlen mw, v, w<vysu+m', 


derart, daB 
Qu-1 = 4-1; Au-2 = &-2; one aAu-k = G-k- 


Dann folgt aber a, —=a,, also auch @y41 = 441, Gui+2= Gia, .-.- 


159. Die Koeffizienten von 
ag) atid la) 2 
n= 


sind nach jedem Primzahlmodul # periodisch. Ist p>J, so ist 1! zu 
’ teilerfremd und 


(n-+4) (+2) «+» (n+) = (n+-p+4) (w +642) --- (w+h+41) (mod. 4). 
Ist p<l, I!=p*L, (L,p)=1, so ist ("7 pe) s(t) (mod. 4), 


weil die symbolischen Zahler dieser af ier ai kongruent 
(mod. #**) sind. — Die nach Multiplikation mit P(z) entstehende 
Koeffizientenfolge ist von einem gewissen Gliede an periodisch. 


(D n n 
160. rear -Se-9 2, 


Ist & die kleinste Zahl, so beschaffen, daB D"+*= D" (mod. 9), d. h. 
Dk =1 (mod. 4), so ist k ein Teiler von p — 1. 


161. (— D2) = SD 2", 


Die Periodenlange k ist gerade, R= 2k’; &' ist die kleinste positive 

ganze Zahl mit D’=1 (mod. #). Wegen D?-1=1 (mod. #) ist #’ ein 
zoe 

Teiler von #—1. Ferner ist bei ungeradem p: D 2 =1 (mod. 4), 


D be peed 
wenn Zs =1, also geht dann F’ in ~ . 


“4 


auf; umgekehrt folgt 


p-1 
D » =1 (mod. f) aus ,,Dt=1 (mod. ), & geht in 4(p — 1) auf. 


VIII. Abschn., Lésungen 158—166. 359 


162. 2 et a 91013) 79 19) 23). 20 
Pange der Periode "3" ~ 8°'20°'16'"40"" 28" 36,48 48 14 
p—1 Se M0 18 O08 
p21 3 8 — 48 — 168 288 — 528 —. 


Von den beiden Zahlen  —1 und #? —1 ist in dieser Tafel  —1 an- 
gegeben, wenn # —1 ein Vielfaches der Periodenlange ist und p? —1, 
wenn ~—1 kein Vielfaches, aber #2 —1 ein Vielfaches der Perioden- 
lange ist. Ob der erste oder der zweite Fall eintritt, hangt davon ab, 
ob # quadratischer Rest (mod. 5) ist oder nicht. Die Zahl 5 hat eine 
Ausnahmestellung. Vgl. A. Speiser, American M. S. Trans. Bd. 23, 
S. 177, 1922. 

163. Sind a, die Koeffizienten der fraglichen Entwicklung, so ist 
Ay +1, Any +lyGn_p+--- th an_,=0 fiir geniigend groBen;1,,1,,...,) . 
ganz [156]. Da es mod. m nur m* verschiedene Systeme ap_4, Gna, ---; 
a -4 gibt, existieren zwei Zahlen yu, v, so daB a,,-1=4,-1, @y-2=4y-2, ..., 
@,-~%=4,-, (mod.m), w+yv. Dann folgt aber a,=a,, also auch 
Au +1 = 4% +1,... (mod. m) [158]. 

164. [G. Polya, Tohoku Math. J. Bd. 22, S. 79, 1922.] Es ist 


(14—42)-? =>(7"") z™. Es sei p eine ungerade Primzahl und #’~1 
0 


ihre héchste Porens die in (2k—1)! aufgeht, R21, r=1. Man 
_schlieBt aus 134, daB 


ae a +0 (mod. 4). 


Anderseits ist: 


ae 2 2p'—1 2p —2 2p'—-3 26’ -2g+2 2h'— sien) 
B ppt pt pagti pogti\ Pas 


22721)! BY ( ie? 0 (mod. 7’), f ~ 2) =0 (mod. ) 


fiir g =1,2,3,...,%. Da & und damit r beliebig gro sein kénnen, be- 
finden sich in der (mod. f) reduzierten Koeffizientenfolge beliebig lange 
-Sequenzen von Nullen, gefolgt von einem Glied, das + 0 ist. 

165. Fir z=1 strebt das allgemeine Glied nicht gegen 0. 


166. [P. Fatou, Acta Math. Bd. 30, S.368—371, 1906.] (2) = daz" 
gesetzt, miBte [III 122] 


lag? + |a,|? + es + |a,|? = 


konvergieren. 
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167. [P. Fatou, a. a. O. 166.] Nach 150 geniigt die fragliche 
algebraische Funktion einer Gleichung der Form 


Po(z)f(@)¥ + Pyle) A@)P? + +++ + Pra) le) + Pile) = 


wo P,(z), Py(2), ..., Pi(z) ganze rationale Koeffizienten haben. Hier- 
aus folgt, daB y = P,(z)f(z) der Gleichung 


yt + P, (2) y'-1 + Py (2) Po(z) yi? + --» + Piz) Po(2)'-1 = 0 


geniigt. Fiir keinen endlichen Wert von z kann y unendlich sein, weil 
sonst y’ linker Hand iiberwiegen wiirde, so daB die Gleichung nicht er- 
fiillt sein kénnte. y = P,(z)f(z) ist jedoch, nach Voraussetzung, eine 
nicht abbrechende ganzzahlige Potenzreihe [166]. 

168. [F. Carlson, Math. Zeitschr, Bd. 9, S. 1, 1921.] 


2n in 
———— = z 
yi—42 ae 2S & 
1 ganz, beliebig groB. 


169. [G. Pdlya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 23, 
S. 289, f915.] Im ersten Falle sind die Zahlen P(n) — [P(n)] periodisch 
[158]. Im zweiten Falle sei angenommen, daf die fragliche Potenz- 
reihe f(z) rational ist. Wir kénnen a, irrational annehmen; sonst be- 
trachte man 


jettles ® Ja eo Bebe reine 


undwahle & so, daB a) k’ ganzist, also [P(k1)]= % R’n’ +[a,k’-1tn7-14...-]. 
Anwendung von I 85 ergibt 


psa at intern 


Y 


was unméglich ist, weil [149] der Grenzwert linker Hand rational aus- 
fallen muB. 

170. [Vgl. D. Hansen, Thése, S. 65. Kopenhagen 1904. G. Pélya, 
Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, S. 161—162, 1948. 
Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 21, S. 36—38, 1922.] DaB die Vor- 


aussetzung beziiglich der a, sich nicht unmittelbar reduzieren laBt, 
zeigt 69. 


171. [A.a. O. 170] Vel. 71. 
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172. Es ist Q, — Qn_1=1—9A,, wenn A, die Anzahl der Nullen 


am Ende der Dezimaldarstellung von » bedeutet. Folglich ist 


(1 =) 50.0 = Slr n— Qn 1)2" = 


n= 


z gio zl00 1000 
4 — 210 "4 4100 i eae ¥ 


z 710 7100 1000 


f(@)=— + 


4—z 1—210 


aqme tha = iomch 2s 


hat |z|=1 zur natiirlichen Grenze. In der Tat ist z=1 singular 
2a 

[lim /(z) = +- co], ferner auch z= e 10", »=1,2,..., 10" — 1,-da die 
z>1-0 

Funktion, welche nach Abspaltung der m ersten Glieder entsteht, 
in f(z) wbergeht, wenn man fiir z!°" wieder z setzt, wahrend die m 
abgespaltenen Glieder sich in denjenigen 10”-ten Einheitswurzeln, die 
keine 10”~?-ten Einheitswurzeln sind, regular verhalten. 


173. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25, 
S. 85, 1917. Lésung von R. Jentzsch, ebenda, Serie 3, Bd. 27, S. 90—91, 


4918.) Anwendung des ,,Liickensatzes“ auf (1—z) > d,z". 
: n=1 


174. Die Differentiation ersetzt die Koeffizientenfolge ap, a1, ay, 43, ..- 
durch @,, a, a3, a4, ..., die angedeutete Integration durch 0, a, 41, a,.... 


175. Fiir die Multiplikation vgl. I 34. Ist 
2 72 On an =1—h 
BU) Stare a 5 i * 55 APR i +--+: =1—A(z), 


so ist h(z) H-ganzzahlig und 
Riess +7 
e hege)tint Ale) 
ebenfalls. 


= 1+ h(e) + HEP + (oP + 


176. Eee D) H vale ist H-ganzzahlig, so folgt [174, 175] 
dasselbe fiir oe 


ova Yer 
[eo PO t ye ay 
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177. 
g@) =o +2 a ie aa 


gUf(e)] = bo + P/e) + SHE + FOI + 


H-ganzzahlig auf Grund von 176. 
178. Allgemein: Ist y durch eine Differentialgleichung von der 


Form 
d"y P| dy dy vec 
= > dx’? dx’ ? dxn-1 


und die Anfangsbedingungen y = my), Y = m,,,.... Y°-) =m,_, fir 

x =0O bestimmt, wobei P eine rationale ganze Funktion mit ganz- 

zahligen Koeftizienten, mm, m,, ..., M™n-, ganze Zahlen bedeuten, so 

sind alle Ableitungen von y fiir x = 0 ganzzahlig, d.h. y eine H-ganz- 

zahlige Potenzreihe. Speziell: Es ist yw” = —29%, (0) =0, 9’(0) =1. 
179. 


(e% — 1)8 = e8* — 362% +4 36% —1 


oe. Ja es sot ea — N=. 4 
=>? me +3 as age “ —z" (mod. 4). 
n=2 4 n=2 Z 


180. | 
(Ayr att pias arth (mod. 4) 
Sa re ee a ee oe 
tp _ ayn _ (P— SVE p Rn Es oot le I 
ot (P72 '\@—2 ut 2) -3) (p=) 
In der ersten Zeile ist der Wilsonsche Satz (p —1)!=—1 (mod. 9) 


benutzt. Aus der dritten Zeile (wo tibrigens p= 3 angenommen ist) 
nm 
‘ geht hervor, daB der Koeffizient von — periodisch ist' mod. p mit der 


Periode p—1, m=1, 2,3,...,p—1, D,.... Jetzt greife man auf die 
erste Zeile zuriick! 

181. Aus 176 und 133 oder aus I 41 und 133. 

182. (Satz von K.G. Ch. v. Staudt und Th. Clausen. Fir den Beweis 
vel. J. C. Kluyver, Math. Ann. Bd. 53, S. 591—592, 4900.] Aus 


z= log [1+ (& — 1)], 


ts oe (Gaels 
Ie 1 3 ob 3 Moe Siete 
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folgt [179—181] 


Site it ear ies obey s| 


by Cea epee eee ke 
seis ga * @p— ee 


wo g(z) eine aneknen Reihe und >’ iiber die ungeraden Prim- 
p 


zahlen = 3, 5, 7, 14, ... erstreckt ist. 

183. 
dz 2 ne 2n 4n)! — [q(z)]*” 
ap = 57> 22" ’ Tals Patresy (4m)! ’ 


(4m)! ist teilbar durch 22” [134] und auch durch 4m +1, wenn 4n +1 
4n 
keine Primzahl ist [133]; vo ist H-ganzzahlig [178, 176]. 
184. Aus der Differentialgleichung 178 folgt 


eg-d—e2 
dk\ pP)4. "gy pt’ 


4 
also e =g, ferner 


dP 2% ; Pe dz 
dp yi-g’ dg” ag 
Man sucht das Integral z?, das den Anfangsbedingungen z? = = () 
fiir g@ =O entspricht und findet Me 


2" == oF +2 £43 ._—s — 


aids Oe Pe ges S71 Gun ip @)1" 
#9) =(—i) Berean (4n)P’ 
G,z=3.7.11...(4n—-1), Hy=2.3. 4.6.7.8... (4n—2) (4n—1) 4n. 


Ist 2n+1=—1 (mod. 4), so geht 2%+41 in G, auf. Es sei 
2n+1=1 (mod. 4) und 2u+1=a4b, a>1, b>1; ist a=b=—1 
(mod. 4), so gehen beide Zahlen a und 6 in beiden Zahlen G, und H,, 
auf, also ab in G,H,;-ist aber a2=b=1 (mod. 4), so kommt unter 
den Faktoren von H, sowohl 24 wie auch 46 vor. 2”-+ 1 geht also 
nur dann in G,,H,, nicht auf, wenn es eine Primzahl und =1 (mod. 4) 
ist, und dasselbe findet man von 4n+1. 2”+1 und 4n+1 sind 
iibrigens teilerfremd, also wenn beide einzeln in G,H, aufgehen, so 
geht darin auch ihr Produkt auf. Wegen tieferliegender genauerer » 
Resultate vgl. man A. Hurwitz, a.a. O. S. 145. 
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185. [Weiteres bei M. Fujiwara, Téhoku Math. J. Bd. 2,S. 57, 1912.] 


a a An ‘ 
Die Potenzreihe a, 4 ri? 4 a pert oe ot =F ze t.... geniigt dann und 


nur dann einer Differentialgleichung der fraglichen Art, wenn 


Ay + 4,2 + ay22 + +--+ a,2"-+4 --- eine rationale Funktion ist. Beides 
kommt auf dieselbe Rekursionsformel zwischen dp, @,, a, ... heraus. 
Vgl. 163. 


186. [G. Pdlya, Téhoku Math. J. Bd. 22, S. 79, 1922.] Vgl. 164; 
y geniigt [I 48] der Differentialgleichung 


xy” + (1—4x)y¥ —2y=0. 
187. [S. Kakeya, Téhoku Math. J. Bd. 10, S. 70, 1916. G. Pélya, 


ebenda, Bd. 19, S. 65, 1921.] Ist g(z) > 2° and ist?a,~ = O7ese 
n=0 — 


. n noo ; 
ist laghez At; M (n) Puls Wea i Das Gleichheitszeichen ist 
4 22" 
z..B. fir 2(2) = Ps er erreicht, 


188. [Th. Skolem, Videnskapsselskapets Skrifter 19214, Nr. 17, 
Satz 8.] Wird mit g der gréBte gemeinschaftliche Nenner der ratio- 


nalen Zahlen 04, bz, ..., 0m bezeichnet, so ist auch 
b_ b_ 
gby + 28 4 8 + = by +r) 


fiir die fraglichen unendlich vielen ganzen z ganzzahlig. Da limr(z) =0, 
Z>co 


mu8 gb, an ganze Zahlen beliebig nahe herankommen, d.h. gb, ist 
ganz. Es ist somit auch 7(z) fiir unendlich viele ganze z ganzzahlig, 


also wegen limy(z)=0 fiir unendlich viele =0, wotaus 7(z)=0 
zZ> oo 


folgt; denn 7(z-1) ist in einer gewissen abgeschlossenen Kreisscheibe 
vom Mittelpunkt z=0 regular, in unendlich vielen Punkten davon 
= (0, also identisch =0..- 


189. Die Gleichung y? — 22? = 1 besitzt unendlich viele Lésungen 
in ganzen Zahlen, wie aus 


(3+ 272)!"=n +2, (3—2/2)"=y.—2f2, Yn, Zn ganz, 
(9—8)*=¥2 —222, Ci Oe Pee Ranta 
ersichtlich ist. 


190. [J. Franel, Interméd. des math. Bd. 2, S. 94, 1895.] Wenn 
das ganzwertige und folglich rationalzahlige Polynom 


P(e) = aga" + aya" tay 
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fir alle hinreichend groBen ganzzahligen Werte von x die &® Potenz 
einer ganzen Zahl darstellt, aber selber keine k'* Potenz eines Poly- 
noms ist, dann hat das Polynom 


P(x +1) P(x +1.) --» P(x + &) = ak am® 4 byamt-a ... 


dieselben beiden Eigenschaften, vorausgesetzt, daB die ganzen Zahlen 
1,, 12, ..., & so gewahlt sind, daB P(x +41,), P(x+4J,), ..., P(x +4) 
keine gemeinsamen Nullstellen haben; es sei etwa 1, <1,<---<k, 
ferner J, —1,, ls —J,, ..., 4, —lk_, geniigend gro8. Folglich wiirde 
die vationalzahlige Potenzreihe 


ea k 
VP(x% +1) P(x +1,) --- P(x +4) marr ats... 


= Ay x" + ¢,x4"- 1+ e,.4"-2+ ..- 
fiir alle hinreichend groBen ganzzahligen Werte von x eine ganze 
rationale Zahl darstellen, aber selbst keine ganze rationale Funktion 
sein: Widerspruch zu 188! 

191. [Beweis von H. Priifery. Weitergehendes a. a. O. 188.] Sind 
bm, Om 1, ..., 0, alle rational, so wende man 188 an. Andernfalls kann 
man annehmen, daB 8,, irrational ist. (Waren bm, Dm_1, ..., Om—K-1 
rational, und zwar mit dem gré8ten gemeinschaftlichen Nenner g, und 
bm rational, k=1, so betrachte man 


g(F(z) — by,2" — ieee Saka ae een eer) 


Die m** Differenz 
Fe +m) — ("t) Fe-+m—1) + (9) e+ m—2) — 
boy be 
+ (— 1)" F() = ml by + + St 


ist fiir geniigend groBe ganze z auch ganzwertig, woraus nach 188 
folgt, daB },, rational ist. Widerspruch! 

192. [G. Pélya, Aufgabe; Deutsche Math.-Ver. Bd. 32, S. 16, 1923. 
Lésung von T. Radé, ebenda, Bd. 33, S. 30, 1924.] Fir einen Beweis 
nach der Methode 188, 191 vgl. 193. Die Polynome sollen /(z), g(z) 
heiBen. Die beiden ganzen Funktionen 


e2rtf2) — 4 , er7tg@) 4 


haben dieselben Nullstellen, aber vielleicht nicht von derselben Multi- 
plizitat. Ihre mehrfachen Nullstellen sind bzw. unter den Nullstellen 
der Polynome /(z), g(z) enthalten. Daher ist die Funktion 
y e mif(Z) _ 4 

- e22t9(2) aay] 
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ganz und hat nur endlich viele Nullstellen; sie ist auch von endlichem 
Geschlecht. Folglich ist sie = k(z)e", wo A(z), h(z) Polynome sind. 
Aus der Identitat g’(z) e7*4@ — g’(z) = R(z) &@)+2749® — Riz) e*@) folgt, 
daB die eine der beiden Funktionen f(z) + 27g(z), h(z) gleich konst., 
die andere gleich 22if(z) + konst. ist. [Vgl. G. Pélya, Nyt Tidsskr. 
for Math. (B) Bd. 32, S. 24, 1921.] 

193. [G. Pick, Aufgabe; Deutsche Math.-Ver. Bd. 32, S. 45, 1923. 
Lésung von G. Szegé, ebenda, Bd. 33, S. 31, 1924.] Wenn m der Grad 
von y= f(x), » der Grad von z=g(x) ist, dann gilt fiir geniigend 
groBe | y| 

it 

= Oe Gzs 
Meta ol Ag ate : a + —> 
y m y me 


Ca bay cig bn-1¥ 


ae Tesh 
ar, emgeere gy Rane heim sone 25 
. 3 
wo fiir y” alle m Bestimmungen zulassig sind. 
Laut Voraussetzung sind die Laurenireihen 


n 2 
i —kn k 
(4) er a5 v= 0,1, 27055 ae 


k=-0o ° 


sowie auch die Laurentreihen 


.2v+1 


(2) She 


k= —co 


ka 
VES peo 1a eee 


reellwertig, wenn Y, und Y, je eine gewisse ins Unendliche strebende 
Folge von positiven Zahlen durchlaufen. D.h. die Zahlen 


Ope ape te eee PPO SPAS nese £77) = 4 


sind reell, folglich 0, = 0, wenn & durch m nicht teilbar ist. [Fir un- 
gerades m geniigt es, bloB die Reihen (1) zu betrachten.] Mithin wird 
g(x) = p(y) + P(y~1), wo g(y) ein Polynom in y, P(y~1) eine Potenz- 
reihe ohne absolutes Glied, beide mit reellen Koeffizienten sind. Das 
Polynom g(x) — y[f(x)] konvergiert danach gegen 0 fiir x>co, d.h. 
g(x) — p[f(x~)]=0. — Unter den Voraussetzungen 192 muB8 auch die 
inverse Funktion des Polynoms ¢/(y) ein Polynom sein; somit ist (y) 
vom ersten Grade. Ferner muB sowohl ¢(y) wie die inverse Funk- 
tion ganzwertig sein. 
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194. Aus 


an an (es aa +... oe An 1% + a, = () 
folgt 


(Vx)*" is ay (Veen + re i An-4 (yo)? a3 ay = QO. 


195. Der Fall s=0 ist klar; es sei s+ 0 angenommen. Geniigt 


-y+sV—4 einer Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten und 
mit dem héchsten Koeffizienten 1, dann geniigt derselben Gleichung 


auch die konjugiert-imaginaére Zahl y—.s)--1; sie ist also auch 
ganz. Daher sind auch 


(y+ sy—4)+( =sy—14), (r+ sy¥—1)(r—s ¥—1) 
ganz; sie sind auch rational. Die Koeffizienten des Polynoms 
(x—r—sf—1)(x—r+sf—1) = —2rx+P48 


sind also gewdhnliche ganze Zahlen. Es sind 7?+s?, 27 ganz 
und folglich auch 4(7?+s?), 2s. Es sei 27,=a, 2s=bD gesetazt. 
a + 6% = 4(r7 + s?)=0(mod.4) kann nicht stattfinden in den fol- 
genden drei Fallen: 


a=1, b=1; =1,b6=0; a=0, b=1 (mod. 2). 


a 


b 
Es mu8 daher a=0b=0 (mod.2) sein, also r= 5 es ganz. 


196. Es folgt wie in 195, daB die Koeffizienten des Polynoms | 


| aN —5\(«x—r+sy—5 5), d.h. 27 und 72+5s%, also auch 

5 (2s)? = 4 (r? + 5 s?) — (27)? ganz sind. Ware aber die rationale Zahl 2s, 
nicht ganz, so wiirde im Nenner von (2s)? das Quadrat einer Prim- 
zahl aufgehen, das sich gegen 5 nicht wegheben kénnte. Also ist 2s = 6 
ganz; 27 =a ebenfalls. Man schlieBt weiter wie in 195 aus 


e+ P= a? +50=4 (72 + 5s?)=0 (mod. 4). 


197. Es folgt wie in 195, 196, daB 27 und 7? + 3s?, also auch 
2r=a, 2s=—b ganz sind. DaB a=b (mod. 2) ist, folgt aus 


(a + Bla — bd) =a +3R=4 (72 +38)=0 (mod. 4). 


: 5(- 4+ y—3) ist ganz, Nullstelle von x? ~+1. 
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198. Es seien 41, 9, ..., %» konjugierte ganze Zahlen, |o,|<k 
fiir y =1, 2, ..., m, und es gelte identisch 


(% = 0) (4% — a) --- (4 — Oy) = at a, 


Dann ist la, <(") ky, »y=1, 2, ..., n. Fir die ganzen rationalen 
Zahlen 4, @,...,4, sind also nur endlich viele Wertsysteme zulassig. 

199. Bezeichnungen wie in Lisung 198. Laut Voraussetzung ist 
|@n| =|, %_+++ &|<1, folglich a, 0. Das einzige ivreduzible Poly- 


nom mit verschwindendem Absolutglied und héchstem Koeftizienten 
Amist “% 

200. [L. Kronecker, Werke, Bd. 1, S. 105. Leipzig: B. G. Teubner 
1895.] Das fragliche Polynom heiBe F(x), seine Nullstellen «1, %»,..., %p 
(mit Multiplizitat angeschrieben). Man setze 


(x — ot)(x — 0) --- (x — on) = Fy (x), 


h=1,2,...; Fy(x) =F (x); Fi(x) hat ganze rationale Koeffizienten. 
Die unendliche Folge F(x), F,(x), ..., Fa(x), .... enthalt nur endlich 


viele verschiedene Polynome [198]. Ist F,(x) mit F;(x) identisch,. 
1<=h<hk, so stimmen die Systeme on, an, oetEs an und ok os, Bag ok, 
abgesehen von der Reihenfolge, miteinander iiberein. Ist at = oF, so 
haben wir schon das Gewiinschte. Es sei bei passender Wahl der 
Numerierung 


h k h k h k h k 


ON 1X2, SON a ys oh Oy OI —— Cie 
Dann ist 

ht khi-1 kent -2 kl-272 kl-1ph ki 

CAO ee OS SS SAF ik ee ——sOvare 


201. Die Gleichung x? —ax-+1 hat nach Voraussetzung zwei 
komplexe Wurzeln vom Betrage 1. Es seien a4, %,...,%, die frag- 
lichen Konjugierten, «, = «. Das Polynom 


(x — Oy % +1) (x® — a ,% +1) --- (x? — ax +1) 


hat ganze rationale Koeffizienten, und seine Nullstellen sind alle vom 


Betrage 1, also Einheitswurzeln [200]. Die Einheitswurzel, die den. 
22ip 
ersten Faktor zum Verschwinden bringt, sei e % ; es ist 


4nxip Quip 


e% .— oe 4 += 0. 


202. Die Zahlen des Kérpers, der von der Zahl zweiten Grades # 
erzeugt wird, kénnen auf die Form 7+ s@ gebracht werden, wo 7, s 
rational sind [Hecke, Satz 53, S. 68]. Man vel. 195—197. Die Gleichung 


(-3 =a+by—5 
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mit rationalem a, b ist ausgeschlossen, da daraus a= 0, b = 2. folgen 
wurde; letztere Quadratwurzel ist bekanntlich irrational. Derselbe 
Schlu8 zeigt, daB alle drei Kérper voneinander verschieden sind. 
203. [G. Polya, Lond. M. S. Proc. Been DOs), 5. 2/,610210) 
Wenn man die Forderung beziiglich ¢’¢” vorlaufig auBer acht laBt, 


so sind bekanntlich [Hurwitz- Courant, S. 134—138] fiir M nur fol-, 


gende beiden Méglichkeiten vorhanden: 
a) Mt besteht aus den Zahlen nA, n=0, +1, +2, ...; 


b) M besteht aus den Zahlen mA+nB, A+0, 2 nicht reell, 
m, n=O, +1,+2,.... 

Beriicksichtigt man nun die Forderung beziiglich ¢’C”, so folgt 
im Falle a), daB A?=xA, d.h. wenn A+0 ist, A=n, mn ganz 
rational. Im Falle b) ist 


AB=IA+UB, B=mAtmB, ABP=nA+n'B, 


‘IU, m, wm’, n,n ganz rational. Die Elimination von 1, B, B? aus 


diesen drei linearen Gleichungen ergibt 


m A2 + (lm’ —l’m—n)A=In —In. 


In’ —I'n gehért also Mt an; ist ln’ —l’n=0, so gehirt lm’—I'm—n 


der Menge Jt an. Ist ferner auch diese Zahl =O, so ist m=O, 
m = B+=0, und m’ gehort Jt an. Jedenfalls enthalt It ganze rationale 
Zahlen auBer 0. Wenn R=vA-+*y?B die absolut kleinste unter diesen 
ist, dann sind y und 7 teilerfremd. Es seien s, s’ ganz rational, 
vs —rs=1; dann ist S=sA-+s’B eine Zahl von M und jede Zahl 
von 9 14Bt sich in der Form p~R-+qS schreiben, #,g=0, +1,+2,.... 
S ist sicher nicht reell. Es ist S*=pR+qS. 


204. Ist 3 =(a+by—5)(c+dy—S), so folgt 
9 = (a + 5b") (c? + 5d’); 
also sind bloB die Falle 
a + 56° =1, 3,9 


und, wie die Diskussion zeigt, 


Ga EPO 2, 5-18 Dest 3.0 


_méglich. Der mittlere Fall ist zu verwerfen ; denn es wiirde c? + 5d? =1 


folgen, wahrend 3 + +2 eh . 3 hat nur die Teiler +1 und +3. 


Ebensoergibt sich: 1+ 2//—5 hat nur die Teiler +1 und +(1+2/—5). 


) 


| 
: 


Der gr. g. Teiler kénnte somit nur 1 sein. Jedoch ist 


3(d +DY—5)+(1+2)—5)\(c+Cy—5) =1 
ay 


Pélya-Szegié, Aufgaben und Lehrsatze IT. 2 
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unméglich, da aus 
3d+ec —10C=1, 
2D-+2¢4C. =0 


3(—2d+D+7C)=—2 folgt: dies ist unvertraglich mit der Ganz- 
zabligkeit von d, D, C. 

205. Die im Kérper liegenden Teiler von 9 sind 1,3, 9,2 + 159 
2—y—5 [204]. Man findet auf Grund von 196, daB —19+4/—5 
blo8 durch 3, 9 und 2 — y—5 nicht teilbar ist, hingegen — 19 + 4y—5 
= (2 +y—5)(—2+3)—5). Man suche = x-uy—5 und 7 =y-+v)—5 


so zu bestimmen, daB 


9&+(—19+4)—5)n=24+]—5. 


Durch sukzessive Umformung findet man 


(2-y—5)E+(-24+3)—5)n 4, 
2x+5u—2y—4$v=1, —x+2u4+3y— 2v=0, 
x=2u+3y— 20, 9u+ 4y—19v =1. 


Da der gr. g. Teiler von 9, 4, 19 tatsachlich —1, ist die Aufgabe még- 
lich; es sei z. B. u=1, y= —2, v=0, x = —4: 


9(—4 + J—5) — (—19 + 4-5) 2=2 4-5, 
9=(2+y—5)(2—y—5), —19+4)—5 = (2+)/—5)(—2+3)—5). 


206. Man beachte 194 und die drei letzten Gleichungen in der 
Lésung von 205; es folgt: 


ie ae —19+4)—5 my A 
a 3 —4ty 6 iy 5) eee 2=)2+y-5, 


g2J24y=5-}2—7—5,  1+2y—-5 orf 5) oe 


Gr. g. Teiler von 3 und 1+2Y—5 ist also /2+)—5. 
207. Aus &, = 7,0, &, = 726, ...,. m= YO und aus 


OA, = Ody re ag ci Om Aan =p 
(Definition des gr. g. Teiler) folgt 
d= (yay “is Yohe + eo is ¥m4m) O. 
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G/ 


: y oO } 
208. Beide Quotienten ra und = sind ganz [207] und_folglich 


Teiler der Einheit, da zal . a = 6 i 
x *¢ 
209. Man multipliziere die m-+ 4 zur Definition des er. g. Teilers 
dienenden Gleichungen (S. 150) mit y. 


210. «o’ + By p’ =1 1aBt sich auch so auffassen: a a’ + B(p’y) =4 
oder so: aa’ + y(f A’) =1. 


211. Spezialfall von 212. 
212. Der gr. g. Teiler 6 von « und y geht auch in fy auf. Aus 
BR=1+ a0’, yy =d+an” folgt By(f’y’) =d+a(a’d+a"+ 00x”). 


213. = und f sind teilerfremd [Definition!, vgl. auch 209], da- 


her [211] auch (*) ; is , also ist 6” gr. g. Teiler von a”, 6” [209]. 


214, Vox ist ganz, vgl. 194. Aus a=a'6, B=f'0, aa” + Bp" =d 
 folgt : 

> 2 n n n n—n n n \n-1 7 n — (n —\n— 1 , nN -— 
Va=VorVs, VB=Ve Vs, Yallal 0” + VBliRy p= Yo. 


: 215. Fir m= 2 selbstverstandlich. Vollstandige Induktion von m 
auf m-+41. Es sei 


id - te 
he Aa + An = 
angenommen, und «,,,, sei teilerfremd zu 1, 2U , ..., ZU %. Dann 


ist m4, auch 2U 1 %...%m teilerfremd [211]. -Man setze in’ 
homyy + NO1%y+++ Gm =1 den Wert 

_ H&m+1 MOm+4 ae ans 5 

Xm+1 = Os A, + Be Le Le Want 

ein. 

216. Wenn « ganz und +0 ist, geniigt es einer Gleichung von 


der Form 
Ay = —%(An-1 + In-2% ey ae 


worin a, ..., G1, % ganz rational, a, + 0 ist. Es sei f eine rationale 
Primzahl, die in a, nicht aufgeht. Man setze in 


a,utpyv=1 


den Wert von a, aus der Gleichung, die « definiert, ein. 
24* 


372 Zahlentheorie. 


217. [D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkérper, Deutsche 
Math.-Ver. Bd. 4, S. 218, 1897.] Aus a¥ = d’b?, b, ganz rational, folgt 
a, = 0” B,, B, ganz. Ist & irgendeine der Zahlen oj, %p, ..-, %n, SO ist 


om + 6B, 0"-14 6 Bo"? +--- + 0"Ba=O0, 
a \” a \"-1 Al a aie 
(2) 6 (S) +a (Gy +--+ b=: 


folglich ist ~ ganz [Hecke, S. 79, Satz 62]. — Andererseits gibt es, da 


Ay, Ay, .-+, Gn ganze rationale Zahlen sind, ganze rationale Zahlen 


CHR CER datey, ESOdal 
N N N 


3 3 ai 
Cy Af! + Cody + Cg a3 + +--+ Cn a, =d. 
Es ist, da a,, ag, ..-, @, homogene Funktionen von 44, %g, .--, %n sind, 
N N N 
2 3 n Ek k 
CaN + Cy a3 + Cya3 +--+ Cy dy = >) Crky... kn Oh OF... Om, 
WO Ci, 4,...k» ganze rationale Zahlen sind, kj + k,+---+,=N. Aus 
=! ki xk ke = AN=1 4 
> Ce boo be Ont we Oar 


folgt mittels Division beider Seiten durch 6%-1, da 6.1n. G), Oo). a5 
aufgeht, 
4a + Me ¥g +--+ + Onn =, 


WO 73, Yo, »++) Yn ganze Zahlen sind. Vgl. auch 214. 
218. Aus B= «ay folgen analoge Gleichungen fiir die Konjugierten, 
deren Multiplikation N(f) = N(x) N(y) ergibt. 
219. [G. Rabinowitsch, J. fiir Math. Bd. 142, S.153—164, 1913.] 
Notwendig: Wenn der gr. g. Teiler ® von « und f existiert, d. h. wenn 


o=a'd, BP=Pd, ay t+ po=0 


und weder «’ noch f’ eine Einheit ist, so ist | N(a’)|>14, | N(f’)| >4, 
folglich, wegen N(x) = N(a’) N(9), N(p) = ie N(I), 0<|N(9)| 
= |N(ay + Bd)|<|N(a)| und auch <|N(f) 

Hinreichend: Man lasse é und y alle ee ganzen Zahlenpaare 
. des Korpers durchlaufen, die der Linearform «&-+ £7 einen von 0 ver-- 
schiedenen Wert erteilen; unter allen so erhaltenen ganzen rationalen — 
positiven Zahlen | N(«é + fm)| sei |N(«& + By,)| die kleinste. Es sei 
%&)+ Pno=%, also 3+ 0. Es sind zwei Falle zu unterscheiden: 1. & ist 
ein Teiler von 3; 3 = Ja gesetzt, ist |N(9)| =|N(9)||N(a) | =|N(a)|. 
Aber andererseits ist nach der Wahl von #: | N(9)|=|N(1-«+0- : . 
=|N(a)|. Somit ist | N(9)| = |N(a )|, N(9) = +44, also & eine Ein-— 
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heit und auch @ ein Teiler von «. 2. « ist kein Teiler von oO; ware 
auch # kein Teiler von &, so kénnte man, kraft der Forderung, é, 
so bestimmen, daB 0<|N(a& + %y)|<|N(9)|: Widerspruch zur Wahl 
von #! Denn 4§+ 3) =a(E+7£,) +f ist auch eine Zahl der 
Schar, aus der P= a&,+ fy, ausgewahlt wurde. Auf alle Falle ist 
also # Teiler von «, aus demselben Grund auch Teiler von fp, also 
er. g. Teiler. 

220. Es seien a, f ganze Zahlen des K6rpers, keine ein Teiler der 


andern, N(f) =< N(«); 3 


daher grr tsa, wo 7, s rationale Zahlen, aber nicht beide 


ganz sind [202]. Man bestimme zwei ganze rationale Zahlen, R und S so, 
daB |y—R|<}, |s—S|=}; r—R, s—S sind nicht beide =0; 
daher ist, wenn man y =r — R+ (s — S)/—1 setzt, 

0< My) =(r— RP + (s— SP =4$-+}. 
Man setze « — f(R+ S )—1)=6; gemaB dieser Definition ist 6 ganz. 
Andererseits ist 6 = f(r +s ¥—1 —(R+Sy—1)) = By, folglich 


N(0) = N(y) N(6) =3 N(6) =3 No). 


ist Zahl des Kérpers, aber keine ganze Zahl, 


&=1, 7 =—R—S/J—1 gesetzt, ist die Forderung 219 erfiillt. 

221. Wie in der Theorie der ganzen rationalen Zahlen. 

222. Wie in der Theorie der ganzen rationalen Zahlen. 

223. Aus «o,+ “4,=1, *=0 (mod.yu) folgt 1=a00,=0 (mod. y), | 
d.h. w ist ein Teiler von 1. 

224, Durch wiederholte Anwendung der fiir irgend zwei ganze 
Zahlen , y offenbar giiltigen Kongruenz 


(B+ 7)? =P + p pry + PO 1) papa s+ y? = fh? + y? (mod. 4). 


225. [G. Pélya, J. fir Math. Bd. 151, S. 7, 1921.] Es sei die 
_ Determinante | wot | b, 1=1,2,....m =4 gesetzt.. Es sei # eine rationale Prim- 
_ zahl, die sowohl zu «, als auch zu J teilerfremd ist [216]. 

| Dann kénnen die m Kongruenzen 


= 
F 
.. 
' 
| OWT? + Xm? + --> + &mo,? =0 (mod. £), 7=1,2, vey 


a,| oF? |=o0,4"=0 (mod. ?) 


Beolgen, wahrend andererseits «,A” zu  teilerfremd ist [211]: Wider- 


nicht alle zugleich bestehen. Denn hieraus wiirde [222, 224] 
spruch [223]. 
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226. [Vel. a. a. O. 227.] Lésung s. S. 153. 

227. (F. Mertens, Wien. Ber. Bd. 117, S. 689—690, 1908. Vel. 
K. Grandjot, Math. Zeitschr. Bd. 19, S. 128—129, 1924.] Bezeichnungen 
wie auf S.153. Es sei P das Produkt aller Primzahlen <2’, ¢ der 
_groBte, zu m teilerfremde Teiler von P, 7 eine beliebige zu m teiler- 
fremde Zahl. AuSerdem bezeichne y eine Lésung der Kongruenzen 


y=r (mod. m), y=1 (mod. 2). 


y ist teilerfremd zu m und ¢, also zu P, enthalt somit nur Prim- 
zahlen, die > 2” sind. 

Die SchluBweise S. 153 ergibt, unter # einen Primfaktor von y 
verstanden, /(a”)=0. Wenn y> 4, so ist dieselbe Uberlegung zu 


wiederholen, mit einem beliebigen Primfaktor q von ; man erhalt 


{(~?%) =0. SchlieBlich ergibt sich 
f(a") = f(a’) =0, 


d. h. f(x) hat sémtliche Zahlen «”, «7, ...,07 zu Nullstellen, /(x) =K, »{x). 
228. Die fragliche rationale inkaon ist der Quotient von zwei 

rational-ganzzahligen Polynomen [149], und sowohl der erste wie der 

letzte nicht verschwindende Koeffizient des Nenners ist =-+4 [156]. 

229. [P. Fatou, C.R. Bd. 138, S. 342—344, 1904.] Wegen der 
Konvergenz im Einheitskreise sind die Betrage sémtlicher Pole =1. 
Wegen 156 ist das Produkt dieser Betrage <1, also sind sie alle =1 
und der héchste Koeffizient des Nenners ist =+1. Nun folgt die Be- 
hauptung aus 200. 157 ist ein Spezialfall. 

230. Gema 235, oder auch auf Grund direkter Uberlegungen, 
_ analog zu 149, ist die fragliche Funktion der Quotient zweier Poly- 
nome, deren Koeffizienten algebraische ganze Zahlen sind; dem end- 
lichen Kérper K, dem sie entnommen sind, gehéren auch &, 4, %, ... 
an. Ersetzt man sdmtliche Koeffizienten durch die entsprechenden 
Zahlen der zu K konjugierten Kérper und multipliziert die so ent-_ 
standenen Potenzreihen auf die Cauchysche Art, so ergibt sich rechter 
Hand eine ganzzahlige Potenzreihe von z~1 und linker Hand eine ratio- — 
nale Funktion, deren Zahler und Nenner ganzzahlige Polynome sind, — 
der Nenner mit dem héchsten Koeffizienten 1 [156]. Die Nullstellen 
dieses Nenners sind somit algebraische ganze Zahlen. ) 

231. Deutung von 225. 

232. [G. Polya, a. a. O. 225, S.3—9.] Indem man die rationale 
Funktion /’(z) ohne Einfiihrung von Irrationalitaten vorsichtig zur Inte- 
gration vorbereitet, fiihrt man die Behauptung auf 231 zuriick. 

233. Man kann annehmen, daB die algebraische Funktion f(z) _ 
ganz ist; denn P,(z)/(z) geniigt einer Gleichung von besagter Natur 
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mit dem héchsten Koeffizienten 1. Man kann ferner annehmen, da8 


z= & eine regulare Stelle der algebraischen ganzen Funktion f(z) ist: 
1 

_ wenn dieselbe nach wachsenden Potenzen von (z — «)” entwickelt ist 

_ (m eine natiirliche ganze Zahl), so setze man z = « + ¢”; hierbei geht 

die Verzweigungsstelle z= «a in die reguldre Stelle €=0 iiber, die 


neue Entwicklung, nach Potenzen von ¢, hat dieselben Koeffizienten 
il 


wie die urspriingliche, nach Potenzen von (z—«)”; die vorgelegte 
. Gleichung verwandelt sich, nachdem z durch « + ¢” ersetzt wurde, in 
eine andere von der vorausgesetzten Beschaffenheit. Ist 


3 » | f(z) = ay + 4, (2 — &) + +++ bay (z— a) 4-0, | 
so ist 
(z — a)-™ [f (2) — Ay — a, (2 — 0) — +++ — ay_, (2 — )"-3] 
= Am + Amy (2 — &) + +++ = p(2) 


an der Stelle z= a regular, und geniigt einer Gleichung, worin nur 
_algebraische Zahlen als Koeffizienten der interessierten Polynome auf- 
_ treten, sofern dp, @,...,@m-, schon als algebraische Zahlen nach- 
_ gewiesen worden sind: es muB 


r am = P (a) 


als algebraisch nachgewiesen werden. Somit ist der ganze Satz auf 
_ den hervorgehobenen Spezialfall zuriickgefiihrt; derselbe ist klar, denn 
es kann von vornherein angenommen werden, daB P)(z), P,(z),..., P:(z) 
nicht alle durch z— « teilbar sind [Hecke, S. 66, Satz 51]. 
! 234. [H. Weyl.] F(z,v) =0 soll eine rationale Lésung f(z) be- 
_sitzen. Es kann /(z) ohne Beschrankung als ganze Funktion an-.- 

genommen werden [Lésung 233]. Die Koeffizienten von f(z) sind alge- 
braische Zahlen [233], die alle einem endlichen Korper angehéren 
[Hecke, S. 67, Satz 52], dessen Grad mit” bezeichnet sei. Indem man 
die Koeffizienten von /(z) durch die konjugicrten Zahlen ersetzt, erhalt 

man die weiteren Polynome /,(2), /2(2), .--. f,-1(2). Die Gleichung 


(y — f(2)) (vy — hh) --- 0’ — fa-1() er) 


-hat rationale Koeffizienten und hat eine Wurzel mit der irreduziblen 
Gleichung /*(z, y) = 0 gemeinsam; daher sind die Wurzeln der letzteren 
unter /(z), /,(z), .--, fn-1(2) enthalten, folglich sind sie rationale Funk- 
tionen von z. . 

235. Wenn die Reihenentwicklung y= o4,+ 04,2+ %,27+:-: 
eine algebraische Funktion darstellt und ap, %1, %, ... algebraische 

Zahlen sind, so geniigt die Reihe einer Gleichung F(z, y)=0, wo 
Fe. y) eine rationale ganze Funktion, F(z, y) #0, mit algebraischen 
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Koeffizienten ist [151; beide Beweise itbertragbar]. Die Koeffizienten 
X, 1, %... bestimmen sich von einem gewissen an rekursiv aus 
einer Gleichung von der Form 


f BS Org til Uln wieee OL ld at el 
©) Y= OG Oana Ole). = eae eam ene 
wo Y=Om+ O&mi12+-:: mit passendem m, P,(z), P,(z), ..., Pal2), 


Q (2) Polynome mit algebraischen Koeffizienten sind und Q(0) + 0 [152]. 
Also hangen samtliche Koeffizienten rational von endlich vielen algebrai- 
schen Zahlen ab [Hecke, S. 67, Satz 52]. 

236. Weiterverfolgung der Gleichung (*) in Lésung 235 ahnlich 
wie in 153. 

237. [Th. Skolem, Videnskapsselskapets Skrifter 1921, Nr. 17, 
Satz 41.] 

238. [E. Lucas, S. M. F. Bull. Bd. 6, S. 9, 1878.] Angenommen, 
x, y, &, » sind ganze Zahlen, deren gr. g. Teiler =1 ist und die 


x2 $y? = & + 4? = (x — 6)? + (y — 79)? 
erfiillen, so folgt 
2(xE+ yn) =P+ P= & + 7}, 
x+y? + 4+ y2=4(%&+yn)=0 (mod. 4); 


weil x=y=f=7n=0 (mod. 2) ausgeschlossen ist, bleibt nur 
4=y=f=7n=1 (mod. 2) iibrig. Jetzt ergibt die Gleichung 


Ot y= (x 8+ (yt 


mod. 4 betrachtet, einen Widerspruch! 


239. [G. Pélya, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, S. 135, 1918; 
vorliegende Beweisanordnung von A. Sfeiser.} Der Gitterpunkt 4, q¢ 
heiBe primitiv, wenn er vom Nullpunkt aus sichtbar ist, d. h. wenn 
f und q teilerfremd sind. Wenn die Beziehung pv —qu=1_ besteht, 
so sind die beiden Gitterpunkte #,q und u,v primitiv und miteinander 
durch ein Parallelogramm von der Flache 1 verbunden (die beiden’ 
anderen Ecken sind 0,0 und #+ 4, ¢g+v); u,v soll linker Nachbar | 
von ~,q und #,q vechter Nachbar von u,v heiBen. Als Diagonale des - 
Verbindungsparallelogramms bezeichnen wir die von 0,0 ausgehende 
Diagonale. Hat die Diagonale des Verbindungsparallelogramms von 
p,q und u,v die Lange d, so liegen f,q und u,v im gleichen Abstand 


qG von ihr. Jeder primitive Gitterpunkt besitzt unendlich viele linke 


. 


Nachbarn, die alle an einer Geraden, und zwar Aquidistant legen. 
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1. 14,0 und s —1,1 sind Nachbarn. Die Diagonale des Verbindungs- 
parallelogramms hat die Lange Vs? + 12; soll diese Diagonale ins Un- 
endliche verlangert von einem 0-Kreis aufgehalten werden, so kommen 
nur die mit den Mittelpunkten 1,0 und s — 1, 1 in Betracht. Daher 


cat 

ist o= a a <8 at 
2. Von einem beliebigen, im Kreise x? + y?=<s? liegenden primi- 
_tiven Gitterpunkt #,q suche man den dufersten in demselben Kreis 
liegenden linken Nachbarn #’,¢ auf, d.h. #’+ 4, g’+q soll schon 
_ auBerhalb des Kreises x? + y?=<s? liegen. Auf dieselbe Art sei 0, q 
der auBerste linke Nachbar von #’,¢7, p,q” der von ”,q” usw. 
Nach einer gewissen Anzahl » von Schritten kommt man zu p, g, 
derart, daB die Verbindungsparallelogramme von #,g und #’,q’, von 
%.7 und ~’,¢’, ..., von p@-», g*-) und 6, g@ den Kreis 
w+ y?2=<1 here bedecken. Die Diagonale des Verbindungs- 
parallelogramms von #,q und #’,q’ ist >s, der Abstand der Punkte 


_~,q und #’,q¢ von ihr ist <n. Beschreibt man also Kreise vom 
Radius - um jeden der Punkte 4,q; #7; ...; £™,q™, so wird 
jeder von 0,0 ausgehende ‘Halbstrahl aufgehalten, die Diagonalen 


: ; . 1 
sogar von zwei Kreisen. Also ist @ < - 


240. [A. J. Kempner, Annals of Math. Serie 2, Bd. 19, S.127—136, 
p 


401 7.) Es sei x rational = a wo #,gq einen primitiven Gitterpunkt 
[Lésung 239] bezeichnet. Wenn der fragliche Weg den Punkt 0,0 am 
_ rechten Rande hat, so ist, er rechts durch die Verbindungsgerade von 
0,0 und #,q, links durch die Gerade begrenzt, die die linken Nach- 
barn von #,q enthalt [Lésung 239]. Die Breite des Weges ist die 


Hdhe eines Parallelogramms von Flache 1 und Grundlinie je+@, 


2 
also = Bee =9(#). Somit ist (4) I (6)] 4+ Po — bey 
\P+e + ¢@ q! q q gear g 

Es ist f(x) = v(x) = 0, wenn ~ irrational [II 166]. (II 99, II 169.) 
: 241. FaBt man alle (mod. 7) kongruenten Gitterpunkte zu einer 
,,Restklasse zusammen, so gibt es n? verschiedene Restklassen. Es ist 
] nicht méglich, kn? + 1 Objekte so auf 7? Schachteln zu verteilen, daB 

in keine Schachtel mehr als k Objekte kommen. 

242. [H.F. Blichfeldt, American M.S. Trans. Bd. 15, S.227—235,1914. 
: W. Scherrer, Math. Ann. ag 86, S. 99, 1922.] Man betrachte das agi 
von der Maschenbreite a d. h. die Gesamtheit der Punkte ~ WV’ a 
, wo x,y, N ganz sind. Wenn von den Punkten dieses Gitters zy in den 
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Bereich von der Flache F fallen, so ist lim ai =F. Es sei F>[F]; 


unter den zy Punkten gibt es [F]+1, die mod. N kongruent sind, 
wenn N geniigend groB ist [241]; Auswahl fiir N > oo. Den Fall F = [F] 
fiihrt man durch Stetigkeitsbetrachtung auf den anderen zurtick oder 
man dndert die SchluBweise passend ab. 

243. [Weitergehendes bei R. Fuetey und G. Polya, Zurich. Naturf. 
Ges. Bd. 68, S. 380, 1923.] Es sei NV eine ganze Zahl, N >1. In dem- 
jenigen Teil der Ebene, wo die drei Ungleichungen 


(*) (ey) SN 805 7 =0 


simultan stattfinden, liegen, nach Bedingungen 1. 2. genau N Gitter- 
punkte, d. h. Punkte, fiir welche x, y ganze Zahlen sind. Die erste 
der Ungleichungen (*) kann so geschrieben werden: 


sled pila ee yNo™) 


2 1 Z 
+ N rae re IN mn) + +---<=1.7 
Man bezeichne mit F den Flacheninhalt des durch die Ungleichungen 
ey) Pn(%, y)=1, *20, y20 


begrenzten Bereiches (F ist nach Voraussetzung endlich), und betrachte 
1 a 


die Punkte xN ™, yN ™, wo x, y ganze Zahlen sind (sie bilden ein 


engmaschiges Gitter). Von den Punkten dieses engmaschigen Gitters 
2 


liegen im Gebiet (**) angenahert FN” Punkte; man schlieBt, daB die 
Anzahl der Punkte des Gitters von der Maschenbreite 1 in dem Gebiet (*) 


fiir unendlich wachsendes N asymptotisch = F nm ist. Nun ist aber 
die genaue Anzahl, wie gesagt, = N. Aus 


FN™~N 
folgt 
Wh IA Lies A: 


244. [Vgl. W. Ahyens, Mathematische Unterhaltungen und Spiele ; 
Bd. 2, S. 364. Leipzig: B. G. Teubner 1918.] Die vier Zahlsysteme 


x4, Xe, eeey Xny 
Vins Vo» wees Vn» 
ii MYA, %y — Vo, veey Xn — Vn, 


x, +4, X_ + Ve, a) tia 
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sollen vollstandige Restsysteme mod. » sein. Setzt man Si — Ng 
Yu =S,., SO handelt es sich um die einfachsten Spezialfalle p= 2, 
p=3 bzw. p=5 von 247. 

245. [A. Hurwitz, Aufgabe; Nouv. Artin. Serie 3, Bd. 1, S. 384, 
1882.] 751, 725, ..., %g8_ bilden sicherlich kein vollstandiges Rest- 
system mod. g, wenn 7,=s;==0 (mod. g) und « +f. Nehmen wir 


also an, es sel 7,=s,=0 (miod. g); dann ist 
1p Ve iF go Sy Se .. - Sy-y = 1.2... (GQ — 1) = —* (mod. g), 


also 71S, .1%—_ Sq... %-1Sg-1 =14 1.2... (¢—1) (mod. g). Nimmt man 
das reduzierte Restsystem 1,2,...,;¢g—1 in der Form g,g?,...,g%-} 
an (g Primitivwurzel mod. gq), so ist der Satz Spezialfall von 247 
fir *#=—g—1, p=2. 

246. (A. Hurwitz.] Es geniigt, die Summe 


S= 144244... + p% 


zu betrachten. Ist 4 kein Vielfaches von —1 und g eine Primitiv- 
wurzel mod. #, so ist g?— 1 durch # nicht teilbar; es folgt aus 


=e + (e-2)* + (e-3)° + --- + (ef*)' = 5, Se’ — 1) =0' (mod. 9"); 
daB S=0O (mod. #*). Ist 4 ein Vielfaches von p — 1, so ist 
Hp ot oo + (pS ped (mod. f°) 


fiir « =1 richtig; nehmen wir diese Kongruenz als richtig fiir einen 
bestimmten Wert « an. Es aie dann 


44424 ..84 (prti}t = St +kp*)t+ + (24+kp* +... + (p* +h p*)4] 
=S0 a Dede ts < 72) + ip* > (A4-Lapgi-a 4g... 4 pad-20) 
k=0 


= p(1*4+27+---+p%") +A p*- aS Da DE Qtek uN has ie — p* 


(mod. p**4). 
247. (A. Hurwitz; vgl. a. a. O. 244.) 1. Setzt man 7, =s,; dann 
Psind (r+-s)—(27),. 7 +2s)=(37), .... (7+(p — 2)s) = (Pp — 1)r) 


vollstandige Restsysteme mod. n, wel 2, 3, ...,pP—1 zu a teiler- 


fremd sind. ' 
; 2. Wenn p=2, also n gerade ist, und (7), (s), (7+) zugleich 
vollstandige Restsysteme waren, so wiirde 


Tet, += Sy tase °° -+5,= (1 +51) + (2 +52) + °°: 


n(n + 1) 


At, f--Sq) Ae e gabeesaras rita = (mod. 7), 
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also 
(+51) +e +52) + + Oa + 59) BOSS (mod. 7) 


folgen: Widerspruch! 
3. Es sei p ungerade und #* die héchste Potenz von p, die in 
aufgeht. Man setze 


4P-1 4 2P-14... 4 gP-1 = S, 


Waren (7), (s), (7+), ..., (7 +(f—1)s) zugleich vollstandige Rest- 
systeme, so wiirde 


'(r, + ks,)®-1=S (mod. 2) 


y=1 
folgen, also, zur Abkiirzung 


be -1- ~% 5% Sy 
y=1 


o 
gesetzt, 


bSy+ BS, + +++ + BP-2S, g + RPS (mod. n), R= 1,2, ...,p—1. 


Die Determinante dieses Systems von #—1 linearen Kongruenzen 
setzt sich aus Faktoren zusammen, die alle >0O und <# sind, ist 
also zu m teilerfremd. Somit wiirde endlich 


Sy=S,=-:-=S,-¢=S=0 (mod. x) 
folgen: Widerspruch, da S durch #* nicht teilbar ist [246]. 
248. 
n gerade: n*=n-n*-1= (n*-1+4 1) + (n*-143) +---+ (2-142 —1) 
+ (mt-1—1) + (8-2 —3) 4-0 + (nT — $4); 
m ungerade: n*=mn%~1+- (n*~1-+ 2) + (n*-1+. 4) +.---+ (n*-14 n—1) 
+ (n?-1 — 2) + (2-144) 4... + (n*-1— 41), 


249. Ein eigentlicher Teiler einer der Zahlen 2, 3, 4, ..., ” ist 
in derselben Zahlenreihe enthalten: die fragliche Zahl mu8 Primzahl 


sein, Das Doppelte einer Zahl ss ist in derselben Zahlenreihe ent- 
halten: die fragliche Zahl muB >5 sein. 


250. Mit Tschebyschef: Ist n >2, p Primzahl, n=p> a so ist 
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mit (M, N)=1, (p, N)=1, woraus (6bN, N+ pM) =1 folgt: kein 
Wegheben im Nenner! Ohne Tschebyscheff: vgl. 251. 

251. [J. Kiirschak, Math. és phys. lapok, Bd. 27, S. 299—300, 1918.] 
Man bezeichne a als ,,Paritétsgrad von. 2‘, wenn ” durch 2 
teilbar und durch 2*+1 nicht teilbar ist. Es sind 2*, 3-2%, 5-2%, 
7-2*,... die Zahlen vom Paritatsgrad «; zwischen zwei konsekutiven 
legen die Zahlen 2-2*, 4-2*, 6-2%, ...: zwischen irgend zwei Zahlen 
von gleichem Paritaétsgrad liegt eine von gréBerem Paritatsgrad. Da- 
her gibt es unter den Zahlen », »+1, ..., m—1, m nur eine einzige 
von maximalem Paritatsgrad uw: der Faktor 2“ des Nenners hebt sich 
nicht weg. 

252. [G. Pdlya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 23, 
S. 289, 1915. Lésung von S. Sidon, ebenda, Serie 3, Bd. 24, S. 284, 


1916; vorliegende Lésung von A. Fleck.] Es geniigt, den Fall « = ; zu 
k 
betrachten, wo k ganz ist. Es sei m teilbar durch 1, 2, 3, ..., Wa F 


also auch durch das kleinste gemeinsame Vielfache V dieser Zahlen. 
Die »*° Primzahl mit #, bezeichnet, sei 


Br=V" < Piss, VEO pr Be. 


k 
_ Der Exponent m, ist durch die Ungleichung #;% =< jn< 7 oe hee 


k co 9 
-stimmt; insbesondere ist yn<ni™, A=14, 2,...., 1, woraus .durch 


1 
Multiplikation k <2 folgt. Aus der Voraussetzung folgt ferner Van, 
also schlieBlich 
i= k k 

g<2, V4< Por 1<Pre. 
Z. B. wenn k=2, ist »<49. Man kommt jetzt zum Resultat be- 
treffend 24 durch Probieren. Fiir k =3 ist 420 der zulassige Héchst- 
wert von 7. 

253. [L. Kollros.] Die kleinsten positiven Reste der Zahlen 


P, 10P, 10?P, ... (mod. Q) bezeichne man mit fo, f,, pg, .. , Ist 
o=% RC Pe 
Gy, A>, 43, ... die Dezimalstellen, so ist 
A= 0 Ay Ag Gs sass A =o, Gade Gees A=, As Ay As 


Daraus geht hérvor: die Lange der kiirzesten Periode / ist der Ex- 
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ponent von 10(mod. Q), d.h. 10’=1 (mod. Q) und keine niedrigere pes, 
von 10 ist =1 (mod. Q). Ist 7 gerade, = 2A, also (104 —1) (10" + 4) = 
(mod. Q), so ist 10*== —1 (mod. Q), also 


PONGPEES 6. A, 0 As... Qy... +0, 414142... 4a, ... 4, = 0,999... 
Q 0 
also a, + a41=9, Gg +a%i2=9, ..., &+a,=9. Ist hingegen / 
ungerade, so ist off: abar : 

dy Ges ad 


l T 3 


254, [E. Lucas; vgl. A. Hurwitz, Interméd. des math. Bd. 3, S. 214, 
1896.] 1. Ist 32*-*==—1 (mod. x), also 32"=1 (mod. ), so gehdért 
3 mod. m zum Exponenten 2"=—1. Der Exponent ist ein Teiler 
von @(n), also y(n) =n—1. Es folgt, daB g(m) = —1 und » Prim- 
zahl ist. 

2. Ist m= 2" +4 Primzahl, h=2, so ist »=1 (mod. 4); denn es muB 
h gerade, =2y» sein. (Sonst 22”t1+1= 4”-2+1=0, mod. 3.) Nach 
dem Reziprozitatssatz ist 


P)G)-()-B--1 0) mn 


255. (Euler, Opera Postuma, Bd. 1, S. 220. Petropoli 1862; G. Pélya, - 
Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, S. 84, 1916. Lésung 
‘ von G. Szeg6, ebenda, Serie 3, Bd. 25, S. 340, 1917.] Ware x, y, z, ¢ 
eine Lésung, so ware 

Az# +4 
pela =42zx% —1 


ganz, d. h. 
(22/)?=—2z (mod. 4yz—1). 


Es sei z= 2*2, x0 ganz, # ungerade. Dann ist 


Gre ) rs (rae Ngee Noe i) 


Der erste Faktor ist = —1. Der dritte Faktor ist 


~(2F oP Gi wan 


z 
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Der zweite Faktor ist, wenn « =2k +1 , k>:0 ganz, z=22” 


sitet ler 
4yz—1/  \8y2” —4 ay 


und, wenn «=2k, k=O ganz, 


Seen 
eyes ie 


—z 
os = i ! 
(5 aa .) 1: Widerspruch! 


Es ist somit 


256. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, 

S. 84, 1916. Vgl. Gauf, Disquisitiones Arithmeticae S.125; Werke, Bd. 1, 
S.94—95. Géttingen: Kénigliche Gesellschaft der Wissenschaften 1863. 
Lésung von P. Bernays.] 1. q=1 (mod. 4). Ist # ein Primfaktor von 


g —4, so ist (2) rs (2) =1; g>5. benutzt. 
Es mu8 ferner eine ungerade Primzahl <q geben, fiir welche 


(2) = (2) = —1 ist; denn sonst waren alle ungeraden Zahlen w unter- 
halb g, also auch die geraden Zahlen g — u und schlieBlich alle Zahlen 


1, 2, 3, ...,¢g—1 quadratische Reste von q. 

| 2. g=—1 (mod. 4). Mindestens ein Primfaktor p von q — 4 ist 
_ ebenfalls =— 1 (mod 4); fiir diesen gilt (2) =— (2) = 1, 

2. a) g=7 (mod. 8). Von den vier Zahlen i ; 2, if® : 


ae ist eine und nur eine von der Form 4n- 3: dieselbe besitzt , 


einen Primfaktor # von derselben Form, und zwar ist $< g, wenn 


ay = 7;-€5 ist (2)=(")=-1, (4) =1. 


2. b) g=3 (mod. 8). Von den beiden ungeraden Zahlen 
ad gael 


qt+1 
4 
hat eine und nur eine die Form 4+ 3: Dieselbe be- 


sitzt einen Primfaktor # von derselben Form, p<gq, falls g>3; 


()-G)-—1=- 0 

Ng p q 

: 257. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 21, 
S. 288, 1913. Lésung von 0. Szdsz, G. Szegé, L. Neder, ebenda, Serie 3, 

 Bds 22, S. 366, 1914. Vel. W.H. Young und Grace Chisholm Young, 


The theory of sets of points, S. 3. Cambridge: University Press 1906.] 
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Erste Lésung. Es sei ” positiv ganz. Es gibt Primzahlen, 
die, im Dezimalsystem geschrieben, mindestens ” aufeinanderfolgende 
Nullen enthalten. [Die arithmetische Reihe 10"+1x-+ 1 enthalt un- 
endlich viele Primzahlen, 110.] Daher kann der gegebene Dezimal- 
bruch nicht periodisch sein. 

Zweite Lésung. Nach Tschebyscheff [a. a. O. 249] gibt es 
mindestens eine Primzahl, die im Dezimalsystem geschrieben eine 
vorgeschriebene Anzahl von Ziffern hat. Ware der gegebene Dezi- 
malbruch periodisch mit der Periode a,, a, ..., a, R22, so wahle 
man 7 so groB, daB die Primzahlen mit ky Ziffern hinter der Ziffer a, 
der ersten Periode stehen. Es sei x die kleinste unter den Primzahlen 
mit kr Ziffern. Dann sind zwei Falle méglich: 


= 2 £ 
1. *=4,a, 1. Mp Ay Ag... Ay... Ayn... H, 
eee io s, 
2. % = M44 U9... Ap dyAg... Ag... Ay Ag... Ady Mg... dy, 1>0. 


Im ersten Fall ware die angebliche Primzahl x durch die Zahl 
@,4,...@, im zweiten durch 4@,,@,....@4,...@ teilbar: Wider- — 
spruch. 
258. Aus der Taylorschen Formel folgt fir = 0,1,2,... 
eon 


e=tta 5) oe A pls no rea 0<o, <1. 


ie Y ne : 
Ware ¢= 4 (7, S positiv ganz, teilerfremd, s=2), dann setze man 


n=s. Es ware 


ganz. Andererseits ist 


eos e ' 
0o< Fig < 3 <1: Widerspruch! 


259. Ware ae+be-1+c=0 (a, b,c ganz, |a| + |6|>0), so 
wirde aus der Taylorschen eee angewendet auf die Funktion 
ae*+ be-*, 


Selo spiact-(at)thy face Seton 


=e = (@-Fd) ome Poe Mae 


folgen, »=0,1,2,.... Es sei n=3\a|+|b|—1, auBerdem sei — 
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m so gewahlt, daB das Vorzeichen von (—1)"6 mit dem von — a iiber- 
einstimmt. Dann ist [vgl. 258] 
aoe — (— 1)" be. % 
n+1 


ganz. Andererseits ist 


27am U2 Cale a ee (eat b e- lal + [el 


n+1 n. n+ et AL ie ee 
Widerspruch! 
260. [A. Hurwitz.] Es ist 
T™(n) _ ZF (Ida id 4 
q Ts) F(t) 4 6+5 s+5 3 algacrec yea ee 


fiir ganzzahliges n, also 


4 1 1 1 
A = my! |— = as tas Soe 
I’ (n +1) ni(L+t+i+ os ah 
261. z+ (4— 2) = 3,9999.... 
262. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S. 161, 1918.] Der fragliche Ausdruck ist [182, 82] 
1 
2n n n n al 1 
n—[n]- ones ps ee 
afr ASL ELA Ym 7h ae 
r 


| / ist tiber alle ungeraden Primzahlen =2%”-+1 erstreckt; hieraus 
p>2 
enthalt / A diejenigen Faktoren, fiir welche 3=p= j2n, Tl 2 die- 


jenigen, fiir welche J2n<p2n-+1 ist. Es ist fir noo 


TETCRGHT seen 


— ., [2n| os 
Fir p> 2n ist l= |= 
abnehmenden Gliedern ist 


B24 |e Pl) Slee ee 


p> lan 


- =Q. Als alternierende Reihe mit 


Hieraus ergibt sich | 


a 


tells< (2m + 4 


1 
folglich [[? 1. 


: Pélya-Szegé, Aufgaben und Lebrsatze II. 25 
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Es sei m=a,+ap+a,f?+---+ap' eine natirliche ganze 
Zahl im p-adischen System geschrieben, also 


02 a2) —41, 40) 1h, GeO. 


Dann ist 
ineers 
bitin A PO es 
Fok Wee eGR 


4) 6 6) 8 Cle (m6 02,0, 0 0.0. oe peleh awe) 


m =| 2) 52) ee ee 
pi! p PP 


letzteres wegen Jlogp<logm. Folglich ist fir 3< p< y2n 
2n log2n 2log2n 


plie= algal (orl idelets rep <p lop — (2n)?, 


: 1 
1<[],< (ane, []i-1. 


263. [G. Polya, Gétt. Nachr: 1918, S. 26.] Nach Voraussetzung gibt 
es nur endlich viele Primzahlpotenzen #”, fiir welche | f(p”)|=1. Das 
Produkt aller solcher Funktionswerte IT tp”) sel = C. Es sei 0= e< 15 


na’ 


es gibt ebenfalls nur endlich viele Primzahlpotenzen fp” mit 


\4e"" )|SelC|-?. 


Abgesehen von endlich vielen, hat also jede natiirliche Zahl m in ihrer 
Primfaktorenzerlegung mindestens eine Primzahlpotenz P4, fiir welche 


[BAP (Ci? 
ist. Dann ist 


LK) = [Hp q? PAS.) FOI. PAL 
= (Cle, Cnet. 


264. Anwendung von ,263 (25, 44]. Vgl. 45. | 
265. ax?+bx-+c ist dann und nur dann reduzibel, wenn — 
b* — 4ac das Quadrat einer ganzen Zahl, = u? ist. Wir wollen 7, ab- 
schaétzen. Wir sehen ab von den Koordinatenebenen (a=0, 6=0, c=0), 
die zu 7, héchstens 3(2”-+ 1)? Einheiten beisteuern kénnen. Fiir }- 
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sind so 2” Werte zulassig, —n,..., —1, 1, ...,. Fiir festes b muB 
B—wW=4dac>—4n, wW<4n?4+ BP=<5n2 


sein; fiir ~ sind somit héchstens 2 \5n Werte zulassig, u? = b? ist un- 
zulassig. Fur festes 6 und wu, b?—?= 4ac, sind fiir a im ganzen 


2 — u2 : : : : 
Be Werte zulassig; dann ist c bestimmt. Bezeichnet man 


also mit 7(m) die gréBte der Zahlen 71(1), 7(2), ..., t(), so ist 
tn<3(2n+1)2?+2n-2V5n-2T(n?). 


Es ist t(m) -n~*— 0 fiir jedes feste «> 0 [264]. 
266. Es sei R>0O, 1>0, k+1=Ah, 


(x) = Xp + OX + --- + ays, 
B(*) = Bo + Bix + +++ + Bix?! 


zwei ganzzahlige Polynome, in deren Produkt «(x) B(x) = A(x) sdmt- 
liche Koeffizienten dem Betrage nach <™m sind. AuBerdem seien 
& 9, &, Bo, fh; von O verschieden. Weil die Anzahl der in der Auf- 
gabe erwahnten Polynome mit a =O oder a,=0 von der GréBen- 
ordnung ” ist, geniigt es, zu zeigen, daB die Anzahl der zulassigen 
Systeme (0%, &1, .-., %z, Bo, Bi» ---» fix) gleich O(n" log?n) ist. 

Es seien %;< %)<--- <x, die / kleinsten natiirlichen Zahlen, 
fiir welche A(x) nicht verschwindet. Dann ist offenbar x,<2h. 
Ferner sind |«(x,)|, |{(x,)| positiv ganz und beide gehen in | A(z,)| 
_ auf; also 


| «(x,) |<] A(x.) |< (1 + (2A) + (2h)? + --- + (2M)*)n, 
Dees BLN) Sat we i 


Dieselbe Ungleichung gilt fir /(x,). Hieraus folgt nach der 
Lagrangeschen Interpolationsformel (S. 87), daB samtliche Koeffizien- 
ten von «(x) und f(x) dem Betrage nach kleiner als Cm sind, wo C 
nur von f# abhangt. Es ist ferner 1<|%f)|<", 1S|a.f,|Sn. 
Die Anzahl der zulassigen Wertsysteme (po, fo) bzw. (az, f)) ist also 
[79, II 46] = O(nlogn), die Anzahl der Wertsysteme (%, Bo, %x, i) 
ist somit = O(n? log?n), schlieBlich die gesuchte Anzahl 


= O(n*-1n'-1n? log?n) = O(n" log®n) . 


Neunter Abschnitt, 


Anhang. 
Einige geometrische Aufgaben. 


1. Die Punkte der Oberflache bilden eine abgeschlossene Punkt- 
menge ©, von der P einen bestimmten minimalen Abstand hat. Dieser 
Minimalabstand kann nur in einem solchen Punkte M der Flache er- 
reicht werden, von welchem aus jede in © verlaufende Fortschreitungs- 
richtung auf der Verbindungsstrecke MP senkrecbt steht. M kann - 
folglich weder in einer Ecke, noch in einer Kante, nur im Innern einer 
Seitenflache liegen. 

2. [G. Pélya, Téhoku Math. J. Bd. 19, S.1—3, 1921.) 

3. [II 121.] 

4. [Vgl. H. Dellac, Interméd. des math. Bd.1, S. 69—70, 1894; vgl. 
noch H. Poincaré, ebenda, Bd. 1, S. 141144, 1894.] Unter A, B 
Konstanten verstanden, setze man Acosx+Bsinx=u. Es ist 


+ fu= (P+ Au—fu'+u) = if esta’) hieraus folgt 


ata 


1. [Uf (@) + f(x)] sin (x — a) dx = f(a) + fa +2) >0, 


6 


C. {Uf + f(x)] sin (x — a) dx = f'(b) sin(6 — a). 


a 
Es ist f(b) <0 [Lésung V 10]; ware }—a<a, so ware die linke 
Seite >0, die rechte <0. 
5. [W. Blaschke, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 26, 
S. 65, 1917. Lésung von G. Szegé, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S. 183—184, 


1920. Vgl. auch W. Si, Deutsche Math.-Ver. Bd. 33, S. 32—383, 1924.] 
Es sei 


hig) ~ = +>" (h, cosnp + k, sinng) 
n=1 
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die Fouriersche Reihe von h(y). Dann lautet die Fouriersche Reihe 
von 7(¢) 


Ny 
r(y~) ~ S +> oS (14 — n®) (h, cosn p+ k,sinng), 


n= n= 1 


weil wegen der Periodizitat von h(p) und h’(q) 
[r(p) ene dy = (1— n°) [ h(g) ev dq 
0 

ast, == (0, 4, 2,.... Ferner-ist 


r(~)—r(p+a)~ > (1 —n*)[1—(—1)"](h, cosng + k, sinn g) 


es 


oo 2>[1—(27+41)?] [ho +1008(2¥+1) p+ hoy4 1 Sin(29+1)q] 


ip 


(IT 141]. 

6. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S.162, 1918.] Es seien H(®), h(q) die Stiitzfunktionen, R(®), 1(q) 
die Kriimmungsradien, die zu den beiden konvexen Kurven gehdren. 
Dann ist 


2222 


i. ga P) — h(y))[R(P) — r(y)] dDdy 


chy o 


7 27 
{(z D) + hip) r(y) — h(g) R(®) — H(P)1r(y) | dDdy 
0 


=22-2F 422-2/—IL—TLl. 


Laut Voraussetzung ist H(®)=h(q~), R(®)=r(y) fiir alle Werte- 
paare ®, m. Der letzte Ausdruck ist also nichtnegativ. 
7. [G. Polya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S.162, 1918.] Es seien H(2), h(w) die Stiitzfunktionen, R(2), R(2), 
v(w), Y(w) die Hauptkriimmungsradien, die zu den beiden konvexen 
Flachen gehéren; dann ist 
[ [ [H(Q) — h(w)] [R(Q) R'(Q) —1(0) 7 (@)] 4 Qdw 
= | [ [H(Q) R(Q) RQ) + Me) 7(@) 7(w) — h(w) R(Q) R(Q) 
— H(Q)7(w) 7 (w)]dQdo =42-3V+4n-30—mO—Mo, 

| [ (2 (2) — h(o)] {TR(Q) — 7(o)] [R’ (2) —7(o)] 
+ [R(Q2). — 7 ()) [R'(2) — ro) ]} d2 do 
— [X21 (2) R(Q) R’(Q) — 2h(w) r(@) 7 (@) + 2H (2) r(@) (a) 
+ [R(Q) + R(Q)] ho) (rw) + 7 (@)] — 2h(w) R(Q) RQ) 
—[r(w) + 7 (@)] A(Q2)(R(Q) + R(Q)]}pdQdo 
=6:-4nV—6-4a0-+- 2M04-2M-20—2m0—2m:-20. 
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Laut Voraussetzung ist 
H(Q) =h(w), Min[R(2), R’(Q)] = Max[r(a), 7()] 


fiir alle Wertepaare 2, w. Die beiden obigen Ausdriicke sind also 


nichtnegativ. 
8. Man setze in der Gaufschen Formel 


)d cae dyd 
[ [ix cosa + ¥cosp + Ze0s7 s=[[{(F+y- | xay dz, 


X=41, Y=0,Z = 0n-bzw.n X= 0, Y= — 2, 2 =¥. 


9. Vel. 10. 

10. [Vgl. Nouv. Ann. Serie 4, Bd. 16, S. 140, 1916.] Man be- 
trachte die Parallelflache zur gegebenen im Abstand og, deren Punkte 
zu den Punkten der gegebenen so zugeordnet werden, daB entsprechende 
Punkte die gleiche Normale haben. Die Koordinaten, die Richtungs- 
kosinus der Normalen, die Hauptkriimmungsradien und das Flachen- 
element lauten in entsprechenden Punkten der gegebenen und der 
Parallelflache bzw. 


Sa ain od %+ocosx, y+ecosf, z+ ecosy 
cosa, cosf, cosy cosé, cosf, cosy 
R,, R, Ri+e R+e 
(R, + @) (Re + @) 
aS ; 
R,R, fee 


Wenn man 8 auf die Parallelflache anwendet, wird 


| foosa (1+) (1 ot £)as=o, s. 
| forcosy — zeosp) (1+ -£) (1 + RASH 0. 


Man betrachte @g als variabel, und setze die Koeffizienten von g?, 0, 4 
gleich 0; man gewinnt so 10, 9 bzw. 8 wieder. 

11. Durch Grenziibergang aus 9, oder durch Anwendung von 8 
auf die ,,Parallelflache“ des Polyeders und Beachtung des Koeffizienten 
von @, oder endlich so: man zerlegt die Kraft K in zwei Komponenten, 
die in die beiden in & zusammenstoBenden Seitenflachen des Polyeders 
fallen; das so entstandene neue Kraftesystem halt jede Seitenflache 
emzeln genommen im Gleichgewicht, nach dem Analogon von 8 in der 
Ebene. 

' 12. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25, 
S. 337, 1917. Lésung von K. Scholl, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S. 180, 
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1920.] Erste Lésung. Die Koordinaten und ‘die Richtungskosinus 
der Hauptnormalen seien bzw. 


ee ad* x ie d*y aa 

’ /, - BEN fa ne a haar ain) Se ra 

: ds? ds? 2 as” 

die Kurve wird beschrieben, wenn s von 0 bis L variiert; x, y, 2 und 
ihre Differentialquotienten nehmen dieselben Werte fiir s=0 und s = L 
an. Es ist 


L bi 
"as (d* x ax |” 
pee | zat 7 o|,=0. 
0 0 
L L 
5 ds [( @z = az on 
fis — m2) aie ae as= cnt 7s las 0. 


Zweite Lésung. Die Schar der Kugeln, deren Mittelpunkt ein 
variabler Punkt der Kurve und deren Radius fest =o ist, hat eine 
,Kanalflache’’ zur Enveloppe; man wende auf diese 8 an und er- 
setze das an der Oberflache angreifende Kraftesystem durch ein an 
der Kurve angreifendes. 

13. [K. Léwner.] Mit den Bezeichnungen der ersten Lésung 
von 12 sind die laufenden Koordinaten des spharischen Bildes 

az 


Gz 


ax _ ay az 
e rd'sG 


arasi fhse-ds! 
Es ist 


L =. L 
[éds= [yds= (Cds=0, 
0 0 0 


also auch fiir jedes System reeller Zahlen a, f, y, 
L 


[(oE+ Bn +yl)ds=0. 

0 

_ Es gibt stets mindestens zwei Werte vons mit w+ fy +yC=0. 
14, [K. Léwner.] F(x) nimmt wegen 3. sowohl in der Nahe von a, 

als auch in der Nahe von 0 negative Werte an. Ware also F(x) mono- 

ton, so miiBte F(x) <0, /’(*) <0 sein im ganzen Intervall a<x<ob. 

Es sei é, ax & <b, die einzige Nullstelle von /’(x), so daB /'(x) von a 

bis é positiv, von & bis 6 negativ ist. Das Integral 


Be . 4 1 
() fre Hef) dx= — 25 rep. 


XN 
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konvergiert, und es ist wegen 3. 
b 
[Fe) () x= (FO) (a) f(x) dx + [ F(x) f(x) f(x) dx = 0 


Hieraus folgt, da samtliche Faktoren zwischen a und & bzw. zwischen 
£ und 6 unveranderliches Vorzeichen haben, 


He? 


res er wana reg [rartaas = (Fle) — Fa)) 


WGK, ae Wa 
d. h. F(x,)=F(%,)=—c, c>0. Es ist somit F(x)=—c fir 
%,<x-<4%,. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt 


b 
[(F®) —Fla)) 1) f(%) dx +) (FQ) — Fl) He) 1 (0) dx = 0. 


a 


Beide Integranden haben dasselbe konstante Vorzeichen, so daB 


F(x) = —c ist im ganzen Intervalla<x<b. 
Aus (*) folgt 
SIH (5) gob a igs Eee AN lacventi IN) Ts 
lita Tat Ey lA Wiou lt Esher afeehcad i 


wobei das Zeichen + fiir a< «<< & und das Zeichen — ftir€’<x%<b 
giltig ist. Es mu8 im ganzen Integrationsintervall [/(x)]?=<c~}! sein. 
Durch Integration erhalt man 


x% — a= Yo-1— Ye-}— [f(x)]2, a<x<é, 
b—x = Ye-1— ye-1— [f(x P, E<u cb, 


Wegen der Stetigkeit von f(x) muB —a=b—€&, &= ee sein; 


es muB ferner [f(é)]?=c~-1 sein, da sonst Differentiation nach x: 
4=—41 ergibe. Es ist somit —a=ye-1, also c-1=— (E—a)? 
=4(6—a)*, f(x) =) (x — a) (b—2). 

15. [K. Léwner. Vgl. auch die Formeln (89) bei H. Minkowski, 
Ges. Abhandlungen, Bd. 2, S. 263. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 
1911.] Die Meridiankurve sei durch y = f(x) gegeben, a<x=<=b. Zur 
Berechnung des Gaufschen KriimmungsmaBes K(x) = K,(x) K,(x) in 
den Punkten des zum Werte x gehérigen Breitenkreises beachte man: 
Der Meridianschnitt liefert die eine Hauptkriimmung 


F(x) 
Kk, Sel Pea Ae 
OF re 
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_ die zweite Hauptkriimmung wird [Satz von Meusnier; vgl. W. Blaschke, 


Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 2. Auflage, Bd. 1, S. 57—58. 
Berlin: J. Springer 1924] aus dem KriimmungsmaB des Breitenkreises 
durch Multiplikation mit dem Kosinus des Winkels zwischen der Ebene 


_ des Breitenkreises und der Normale der Flache gewonnen: 


4 > 


Rita etlieS eosin 
Hx) VAt[f(@™? 
/(x) erfillt die Voraussetzung von 14. 
16. [Nach J. Kiirschak.] 
(8 — y)(b—¢) + (y — alc — a) + (a — B)(a — 6) =0, 
a(b+c—a)+f(c+a—b)+y(at+b—c)=0. 


17. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S. 162, 1918.) Die Kanten eines geschlossenen konvexen Polyeders 


seien mit k,, he, reid (inneren) Flachenwinkel, gebildet durch 
die in der betreffenden Kante zusammenstoBenden Seitenflachen, mit 
Oy, MX, ..., Xm» bezeichnet. Das Maf samtlicher Ebenen, die das 


Polyeder schneiden, ist 
M = 3[(a — %) ky + (a — OX») Ry Ste pecrte (tort Ban) Pera | « 
[G. Pélya, Wien. Ber. Bd. 126, S. 319, 1917.] Als Grenzfall ergibt sich, 


-daB das MaB aller Ebenen des Raumes, die ein konvexes ebenes 


Polygon schneiden, = = x Umfang des Polygons ist. Es handelt sich 


jetzt um ein Tetraeder, m= 6. Die Umfange der vier Seitenflachen 
seien U,, Uz, U3, Uy Das MaB aller Ebenen, die das Tetraeder 


: IU 
schneiden, ohne seine erste Seitenflache zu treffen, ist M — a U,, usw. 


Das MaB solcher Schnittebenen, die alle vier Seitenflachen des Tetra- © 
eders treffen, sei J. Dann ist 


w= ($0) + or F) + (w-Zo) (fader. 


Die Ungleichung folgt aus der Umformung von 
0o<T<M. 


Die Grenzen werden angendhert, wenn das Tetraeder gegen eine Strecke 
konvergiert: die obere, wenn gegen jeden Endpunkt der Strecke zwei 
Tetraederecken, die untere, wenn gegen das eine Streckenende drei 
Tetraederecken streben. 


y 
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18. [E. Steinitz, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19, 
S. 361, 1912. Lésung von W. Gaedecke, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 290, 
1913.] P, liege im Nullpunkt, P, auf der positiven reellen Achse, P, 
auf der positiven imaginaren Achse. Die Hypotenuse P,P, habe die 


Lange d, d>0, der Winkel P,P) P, sel x, Oa < ae der Vektor 


Py Pn sei durch die komplexe Zahl z, dargestellt, m= 0, 1, 2, ...; 
Po. = P,. Es sel 2, =the", (7, > On 0 20, = 22, Dicgy cileavas 
Tat t int, teers DG der sneihe nach 
dcosa, d, dsina, dsinacosa, dsin?acosa, 
ee ee eee 
dsin?a cos?a, dsin?«cos?a0, ...; 


die Werte von #5, J, >, ... sind der Reihe nach 
3m Ot Cl ETT, 

0, wt OS” , a, I, 22 a, eae Ba oe Go; wa— oO, 
2 2 2 2 


Es handelt sich um die Summe der unendlichen Reihe 


4+ %+2,+%, 


4 + cos? o sin? « 


Zot Aytegte-s teytpers H=AZyt 


d cos? & sin? « . adcos?é& sing 
= = : 4 - : 
4 +. cos?« sin?a 4 + cos?a sin? « 


19. [Nach A. Hirsch.] Es seien P,, Py, Pj, P2 die Schnittpunkte 
der Schnittgeraden der gegebenen Ebenen mit den beiden gegebenen 
Kugeln. Die Darstellung der Schnittgeraden lautet 


eS RS 6 ier ee 

ey t Biro SoA %, 
eG Sree te AY Te 
Be 16: Bret 


Diese Ausdriicke in die Gleichungen der Kugeln eingesetzt, erhalt man 
die quadratischen Gleichungen 


(4) Ayx®+ Aix +A,=0, Ajx?+ Aix + 46=0, 


die der Reihe nach die x-Koordinaten von P,, P,, P%, P3 liefern. Auf 
ahnliche Weise erhalt man die weiteren Gleichungen, die bzw. die y- 
und z-Koordinaten derselben Punkte angeben: 


(2) Boy + By+ B,=0, Boy? 4+- Bry + Be=0, 
(3) Co + Cz +C,=0, 02 + Ciz+Cy=0. 
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Hierbei ist 


Ay = 6= B= B= Co = Ch 


9 


RBA 
te 


21 1C.:A 
wie alte Bae 


Dieser Ausdruck ist dann und nur dann =0, wenn die beiden Ebenen 
parallel sind. Bezeichnen nun der Reihe nach Y, 8, © die Resultanten 
der Gleichungen (1), (2), (3), so geniigt + 8+ der in der Aufgabe 
gestellten Forderung. 

a) Es seien namlich die beiden Kreise verkettet. Dann wird das 
Punktepaar P,P, von dem Punktepaar P;P3 getrennt; das gleiche gilt 
somit von den Projektionen auf die einzelnen Koordinatenachsen, ab- 
gesehen eventuell von einer Achse oder von zweien, werin namlich die 
Gerade P,P, auf der Achse senkrecht steht. Dann fallen die Pro- 
jektionen in einem einzigen Punkt zusammen. Jedenfalls sind, wie 
aus der gegenseitigen Lage der Wurzeln der quadratischen Gleichungen 
(1), (2), (3) ersichtlich ist, in diesem Falle sémtliche Resultanten Mf, 8, € 
negativ (eventuell eine oder zwei gleich Null) [V 194], also auch ihre 
Summe. 

b) Es sei umgekehrt % -+ $+ €< 0, dann ist mindestens eine von 
den drei Resultanten negativ, z. B. &%<0. Dann ist Ay>0, Aj > 0, 
also sind die beiden Ebenen nicht parallel, die Schnittpunkte P,, P,, 
P\, Pa eindeutig bestimmt. Die Projektion des Punktepaares P, P, 
auf die x-Achse trennt die von P{ P2 auf dieselbe Achse [V 194], das 
gleiche gilt somit fiir die Punkte selbst. 

20. [A. Hirsch.] Wenn (x, *g, x3) ein singularer Punkt des Kegel- 


3 3 
_ schnittes >’ >'a,,X,X,=0 ist, dann gelten die Gleichungen 


r=1s8s=1 , 
Ay % + Aye %q + 3% = 0, pice 2 3 


[G. Kowalewski, Einfihrung in die analytische Geometrie, S. 202;. 
Leipzig: Veit 1910]. In unserem Falle ergibt sich, % + % + % = —%p © 
gesetzt, A, %) = A, % = A_%_ = A,%3, und die Gleichung des fraglichen 
Kegelschnittes (Geradenpaares) lautet 
Ky Kg Ng XB A Hg %y%qXj + X%y Hy %yXy + %y%1%yXZ= 0, 

wobei X,+X,+X,+X,=0 ist. Es Bel a xy, ice Os 1 en Os 
dx, + dx, + dx, +dx,=0, eine Verriickung lings der Integralkurve, 
dann ist, X, =x, +dx, gesetzt, 

(1) % %_ %y (A%p)” + Xp Xp Xp (dx)? + Bg avg (d Xp)” + Xp % Xp (d Xs)? = 0. 
Dies ist die Differentialgleichung der zu ermittelnden Kurvenschar. 


Die Variablenvertauschung %, = 4, liefert 


(1’) (Yo 1 VoV3)?((dVo)? + (dy3)? + (dye)? + (dy5)?) =0, 
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woraus zundchst x, = 0 als singuldére Lésung folgt (v=0, 1, 2, 3). 
Die allgemeine Lésung ergibt sich aus den Gleichungen 
(ayo)? + (dy,)? + (dy)? + (4y3)?=0, Y+VtR+w=O0, 
Vo dV + 14, + Vo4Vo + V34V3 = 0- 
Die Elimination von y, ergibt 
(yo 4 Vo)? = (yi + 8 + 3) (45)? + (a2)? + (4y9)*) 
= (W149, + Vode + Yes)", 
also (Yo 4g — Vg 4Vo)? + (Y34¥, — 49s)? + (V1 4 V2 — Yo 44)? = O. 
Setzt man 
2, = VoV3 — V3 Vo, = V3V1 — Wi V3, 23 = Vio — VeVi» 


wo die Differentiation nach einem Parameter gemeint ist, so folgt, 
die Summen iiber 7 = 1, 2, 3 erstreckt, 


DN i= 0 ee eee Oe 
DITA Ie trim On 


Hieraus schlieBt man 2: 2:4; =2:%,:2,, auBer, wenn’ 2, :2,:25 8 
=4,:V2:¥3. Letztere Annahme fihrt auf y,=0, also wieder auf 
%q = 0. Andernfalls erhalt man durch Integration 2, : 2) : 23 = [ly ? Me? Ms, 
My konstant, py + ¢3 + 3 = 0, also nach (2): 4,41 + Me V2 + Mg V3 = 0. 
Setzt man wu, = x,, r= 1, 2, 3, so folgt nach Rationalisierung: 


(2) 


(204% + 5% + 23% q)* — 2 (xf xf + 25.43 + “3 %3) =0, 
% + % + %s=0- 


Diese Gleichung stellt die Schar derjenigen Kegelschnitte dar, welche 
dem Vierseit X»,=0, X,=0, X,=0, X,=0 eingeschrieben sind. 
In der Tat lautet die Gleichung der Tangente in (x,, %2, 3) 


(264 %y + Hy %q + Hg %g) (xX, + %yX_ + xg Xo) 
— 2 (4} 4%, X, + 23% Xy + xh x3 X3) = 0. 


Es, seien %,, %:, %; von 0 verschieden und man setze fiir (%,, %, %g) 
der Reihe nach (,, %, % 3), (0, 31, %3-), (x1, 0, x3"), (#71, 31, 0). 
21. [A. Hirsch.] 


aie efit 


sint cost 


, 


dx : 
Palas oe cost = 2n(xcotgt+ y), 


a 
G = esint = 20 (x + ytgr). ; 


e 
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Die Elimination von y ergibt 


a % eo pte ax _2n = or 

d@  sintcostdt | sintx~ 

Man fihre zuerst « = —tg*z als unabhangige, dann = xu-+ als ab- 

hangige Veranderliche ein. Man erhalt so die Differentialgleichung 
ae 3 


—n—(444—n+41)u| 4 
2 1 au 


der die hypergeometrische Reihe [VIII 146] 
é=Fit, 1—n, $—n, u) 


geniigt, wodurch die Aufgabe prinzipiell gelést ist. Auf Grund von 
Bekanntem kénnen nun insbesondere die rationalen Lésungen diskutiert 
werden. Um diese letzteren iibersichtlich zu erhalten, fiihre man als 
neue abhangige Veranderliche z = x (tgt)~” und dann als unabhangige 


 Veranderliche v = 1 cotg (27) ein. Es ergibt sich die Differentialgleichung 


Eo 


az dz 
Langer EES pe Layo 
(1 ) Te 207, tun 4) 2 == 0). 
deren eine partikulare Lésung z=P,-,(v) ist [VI 90], falls 
m=, 2, 3, ...; man erhalt so die in tgz rationalen Ausdriicke 


x= + (t tgt)" P,-1 (1 cotg2z) , 


y = (4 tgt)" P,, (¢ cotg2z) . 
Insbesondere ergibt sich fiir 7 =1 als partikulare Lésung die Parabel 
A pane 
aaa 
22. [A. Hirsch.] 1. Die Gleichung von H folgt durch Elimination 
von ¢ aus 


(1). F=0, 


= 3 2 
OF Key 
5 HE Zein? 


a= tet, y 2y=x*—1. 


~ Schreibt man (1) in der Form (bei den Summationen sind die Indices 


zyklisch zu vertauschen) 


i — (Say) B+ LS (agg + YIP — [a tg + D(a + a) Et 
4 Say ag = Agtt + 44,8 + 6A,P+44,t-+ A,=0, 
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und bezeichnet 4 die Diskriminante dieses Polynoms in ¢, dann ist 
A =0 die Gleichung von H. Es ist nun, 
I, = A,A,— 4A,A, +345, 
A, A, A, 
I,=|A, A, Ag| = Ay 4p 44 + 24142 Ay — A} — Aq AR — Al Ay 
| A, A, A, 
gesetzt [Cesdro, S. 387], 
A = I} — 2713 = 27 A3 (Ay Ag — 4A, As) 
+ 54 A3(A, A, A, + 24, A, A, — A, As) +Q, 
wo Q héchstens vom Grade 8 ist. Das héchste Glied von 4 ist danach 
gleich dem von 27 A} (3 A, A, — 2 A3), d. h. 


| 4 2 
= 27(=¢!) rae, tea +a) ! 
1 2 
== (Say[ Neo -artr2 Dina aot 
2. Wenn d%,, dx%,, dx, eine Verrickung auf H ist, dann gilt [(2)] 
2 ay dx 
(3) QE et 


Hieraus folgt fiir die Richtungskosinus X,, X,, X, der geeignet 
orientierten Normale von H 


(4) GS Sy yd ee 


Die Koordinaten der Tangentialebene im Punkte x,, x», x, lauten 
oes. 
HX ++ %_Xq + xg Xz’ 


Wegen (1) ist x,=—¢(a,—i)ul, »=41, 2,3. Dies in (4), (2) ein= 
gesetzt, ¢ eliminiert, folgt ; 


3 2 3 
(S'a,1) —4>4,=0. 


v=. v= 1 


Uy = y=1, 2, 3. 


3. Wenn @ der eine Hauptkriimmungsradius von H in (x, x», %3) 
ist, @ +0, dann gelten fiir die Verriickungen auf H langs der be- 
treffenden Kriimmungslinie folgende Gleichungen [W. Blaschke, a.a.O. 
15, S. 63): 


dx, + odX,=0, bP, 2, Sam 


MDG 7, Te ; 
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oder nach 2. 


(5) a otia eeeras 
SNe t+ 0) 


Wegen (3) folgt hieraus 


(6) Sie =(), 


Dies ist die quadratische Gleichung fiir die beiden Hauptkriimmungs- 
radien. Sie 1aBt sich wegen der Identitat 


1 ill 


LS a eariae 
@(ia+e) o@ ea 
und mit Beachtung von (1) und (2) folgendermaBen schreiben: 


3 


a x, 
(6) eee pyr 


Kombiniert m&n nun das totale Differential von (6) mit (5), so folgt 


3 2 


el | 


Diejenige Lésung von (7), die durch Nullsetzen des ersten Faktors 


entsteht, ist zu verwerfen: sie wiirde bedeuten, daB die Gleichung 
F(x, y, z, 4) =0 die zwei verschiedenen Doppelwurzeln ¢, 1—@ be- 
sitzt (0 + 0), was unmdglich ist. F(A) hat namlich cine wngerade An- 
zahl von Nullstellen, sowohl im Intervall a,, a,, wie auch im Inter- 
vall a,, a3. Es ist also 0 =3¢-+konst. langs der @ entsprechenden 
Kriimmungslinie. Der andere Kriimmungsradius ist [ (6) ] gleich ¢ ++ konst. 

Das Resultat kann also folgendermaBen interpretiert werden: 
Wenn w=u, w=v die beiden Wurzeln von 


3 2 / 2 
ay Xy Xy 
> —~-——. .— = (0, . -oder von —"_—w=0 
( — w) = ay — W 
- 


= 
~~ 


» a 

bezcichnen, dann lauten’* rae der Kriimmungslinien: 
u =konst., v=konst. Die P ameter u, v sind diejenigen beiden 
Wurzeln der Gleichung F(x, — Ve ®; z w)) * 0, welche diese neben der 
Doppelwurzel w = ¢ besitzte,. 

Die Kriimmungslinie Uy= = Uy ligt auf der Fliche ¢=%: die 
Flachen der gegebenen Scher ‘durchdringen die Hiillflache H in ihren 
Kriimmungslinien. : 
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23. [A. Hirsch.] Nach 22 (8), (2) ist 


Durch Kombination mit 22 (1) folgt 2¢+u4+v=a,+a,+ a4, und 


=| (a, — u) ( CE ewer eens )) 
a, — ay) (a, — as) 2 


Die Ermittlung der Schnittpunkte der Kriimmungslinie v = konst. 
mit einer Ebene fiihrt auf eine Gleichung von der Form: 


3 mad 
Co t+ >, Ja,—u(u+b,)=0, Cy, a, 6,, c, konstant. 
yel 
Rationalisierung fiihrt auf eine Gleichung 12-ten Grades in u. 


24, [A. Hirsch.] 1. Wenn &,, &, &, die Koordinaten des 9 ent- 
sprechenden Kriimmungsmittelpunktes sind, dann ist [W. Blaschke, 
a. a. O. 15, S. 63, (47)] 


a,—t+o a ee 


&, = x, + OX, =X, 


[22 (4)], folglich [22 (2), (6)] 


: & : B 
Pid regan, ol Pept ccm Fares! 


v=l1 v=1 


Die Zentraflache von H ist also Hiillflache der Ellipsoidenschar 


2. Es sei h eine Konstante und 


Xy =X thx, = 


y=1, 2, 3 
gesetzt. Dann ist [22 (1), (2)] 


Xy ae eh L Xy 
2 2 = = 
arid | Bi ea ntth aga 


Die Parallelflache von H im Abstande he ist also Hiullflache der Schar 


5S + 2h. 


vy=l1 
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: 25. [E. E. Levi, C. R. Bd. 153, S. 799, 1911.] Wenn x”—x’, y”—y’ 
ganze Zahlen sind, so gehen von den beiden Punkten x’, y’ und x”, y” 
gleiche und gleichgelegene, d. h. bloB um eine Translation verschiedene 
Integralkurven aus. Man betrachte die Integralkurve y = f(x), die durch 
den Nullpunkt geht [d. h. es ist /(0) = 0] und die beiden mit ihr kon- 

gruenten durch die Gitterpunkte *=m, y=[f(m)] und x=m. 

_ y=[f(m)] + 1; da zwei verschiedene Integralkurven sich nicht schnei- 

: men ist firm, = 1, 2,3, ... 

} 


[f(m)] + fm) =f(m + n) <[f(m)] + 1+ fm). 


_ Die Folge /(1), f(2), ..., f(m), ... erfiillt die Voraussetzung von I 99. 
Zur Erganzung: Aus ahnlichen Griinden ist 


[H—n)] + ¢(2") =f) <Uf(—n)] + 1+ f(2), 


1 _f(m) , t—n) FAM ad 
aie © n + —n re an ee. 


ferner ist, mit M das Maximum von | F(x, y)| im Quadrat O0=%*=<1, 
0<y<1 bezeichnet, | f(x) — f([x])|< M. 
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Bom 


Sachverzeichnis 


zu beiden Banden. 


I. Erklarungen 


der wichtigeren oder weniger gebrauchlichen Bezeichnungen. 


Die gewohnlichen Zahlen bedeuten Seitenzahlen des ersten, die kursiven Zahlen 
Seitenzahlen des zweiten Bandes. 


Abbildung 94. 
Abgeleitetes System 62. 


Ableitung in bezug auf einen Punkt 67. - 


AuBerer Radius 17. 

Algebraische Differentialgleichung 106. 
Algebraische Funktion 106. 
Algebraische Zahl 148. 
Anzahlfunktion 67. 

Apolar 63. 


Begleitende Polynome 71, 72. 
Bernoullische Formel 101. 
Bernoullische Zahlen 28. 

Besselsche Funktionen 16, 79. 
Betragflache 110. 
Binomialkoeffizient 5. 
Briefmarkenaufgabe 153. 
Bruttorang 104. 
Biirmann-Lagrangesche Reihe 125. j 


Cauchy-Riemannsche Differential- 
gleichungen 94. 

Cauchysches Produkt 124. 

Cauchysche Ungleichung 54. 


Descartessche Zeichenregel 43, 52. 
Diagonalpaar 103. 

Differenzen, endliche 127. 
*Dirichletsche Reihe 12, 61, 124. 
Dirichletsches Produkt 125. 
Drehung 96. 


Eisensteinsche Bedingung 139. 
Ejisensteinscher Satz 139. 


Eulersche Funktion y(n) 75, 120, 124. 


Eulersche (oder Mascheronische) Kon- 
stante 197. 


Fareysche Reihe 76. 
Fibonaccische Zahlen 112. 
Fouriersche Konstanten 65, 79. 
Fouriersche Reihe 79. 


Gammafunktion J"(s) 41. 

Ganze (algebraische Zahl) 149. 
Ganzwertige Funktion 134. 
Ganzwertiges Polynom 23, 132. 
Ganzzahlige Potenzreihe 138. 
Ganzzahliges Polynom 132. 
Geldwechselaufgabe 153. 

Geschlecht einer ganzen Funktion 9. 
Gitterpunkt 4, 119. 

Gleichverteilung 70. 

GréBter gemeinsamer Teiler 121, 150.— 
Grundpolynome der Interpolation 87. 


Hadamardscher Dreikreisesatz 143. 
Hankelsche Determinante 102. 
Hermitesche Form 85. 
Hermitesche Polynome 94. 
H-ganzzahlig 145. 

Horizontalpaar 103. 


Innerer Radius 16. 

Integral, eigentliches (Riemannsches) 34. 
Integral, uneigentliches 39. 
Integritatsbereich 149. 

Irreduzibel 136, 156. 


sgacobische Polynome 93. 
Jensensche Formel 278. 


Kapazitat 102. 
Koebesches Bildgebiet 15. 
Koebescher Verzerrungssatz 27. 


Sachverzeichnis. 


Korper 150. 

Komplementare Teilreihe 24. 

Konforme Abbildung 94. 

Konformer Schwerpunkt 110, 24. 

Konjugierte (algebraische )Zahl 149,152. 

Konvergenzerhaltende Reihentransfor- 
mation 10, 91. 

Konvergenzexponent 19. 

Konvergenzwert 33. 

Konvexe (konkave) Funktion 52. 

Kosinuspolynom 76. 

Kraftlinien 100. 

Kreisbereich 55. 

Kreiskonvex 456. 


Kreisteilungspolynom 123. 


Lagrangesche Interpolationsformel 87. 
Lagrangesche Reihe 125. 
Laguerresche Polynome 94. 
Lambertsche Reihe 129. 

Langsam wachsende Funktion 67. 
Laplacesche Gleichung 100. 
Legendresches Polynom 91]. 

Lineare Abhangigkeit 106. 
Liouvillesches Symbol A(z) 124. 


Majorante 9. 
Mangoldtsches Symbol 
Maximalbetrag: 1. 
Maximalglied 21, 1. 
Mercatorsche Projektion 95. 


A(n) 124. 


' Minorante 9. 


Mittelbereich 59. 

Mittel (arithmetisches, geometrisches, 
harmonisches) einer Funktion 44, 
49, 50. 

Mittel (arithmetisches, geometrisches, 
harmonisches) von Zahlen 49. 

Mébiussches Symbol u(n) 124. 

Moment einer Funktion 65, 50. 

Multiplikation von Reihen (Cauchysche) 
124 (Dirichletsche) 125. 

Multiplikative zahlentheoretische Funk- 
tion 126. 


Nettorang 104, 105. 

Nicht konyvexe (nicht konkave) Funk- 
tion 52. 

Niveaulinie 100. 

Norm 152. 

Normierte Abbildungsfunktion 17. 

Nullstelle eines Polynoms 87, 57. 

Nullstellenanzah! 2. 


QObersumme 34, 47. 


Ordnung einer ganzen Funktion 8. 
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Orthogonale Funktionen 107, 91. 
Orthogonale Transformation -112. 
Oszillation 60. 


Potential 100. 

Primitive Potenzreihe 142. 
Primteiler 134. 

Prinzip des Arguments 121. 


Prinzip des Maximums 111, 136. 


Quasilineare Abhangigkeit 106. 
Quellenfreies Vektorfeld 99. 


Rationalzahlige Potenzreihe 138. 
Reduzibel 136. 

Regulare Folge 68. 

Rekurrente Determinante 102. 
Rollescher Satz 39. 


Schlichte Funktion (Abbildung) 97. 

Schlitzartig (Schlitz, Schlitzgebiet) 17. 

Schwankung, Funktion von beschrank- 
ter — 194. > 

Schwankung, totale 194. 

Schwarzsche Ungleichung 54. 

Schwerpunkt einer Massenbelegung 89. 

Schwerpunkt eines Polynoms 48. 

Schwerpunkt in bezug auf einen Punkt 
56. 

Sinuspolynom 76. 

Sprungstelle des Zentralindex 4. 

Stereographische Projektion 95. 

Sternférmig 105. 

Stirlingsche Formel 29, 79. 

Stromfunktion (Strémungspotential) 
100. 

Stromlinien 100. 

Stiitzebene 164. 

Stiitzfunktion 106, 164: 

Stiitzgerade 106, 174. 


Tschebyscheffsche Polynome 74. 

Tschebyscheffscher Satz wber 
zablen 159. 

Teil 120. 

Teiler 121, 150. 

Teileranzahl t(m) 124. 

Teilerfremd 150. 

Teilersumme o(n) 124. 

Teilreihe 22. 

Toeplitzsche Form 113. 

Trigonometrisches Polynom 76. 


Prim- 


Umhiillende Reihe 26. 
Untersumme 34, 47. 
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Vektorfeld 93. Windungszahl 120. 
Verdichtungsrichtung 93. Wirbelfreies Vektorfeld 99. 
VergréBerungsverhaltnis (lineares, ,| Wronskische Determinante 113. 


flachenhaftes) 96. 
Verschiedenwertig 97. 
Vertikalpaar 103. 


Zahlentheoretische Funktion 123. 
Zeichenanderung 40. 
Zeichenwechsel 37. 
Wagungsaufgabe 153. Zentralindex 21, J. 

Wechselstelle 37. Zetafunktion <(s) 125. 
WeierstraBscher Approximationssatz 65. 


II. Themata, 


welche durch die Anordnung der Aufgaben nicht vollstandig zur Geltung gebracht, 
aber durch zusammenhangendes Ubungsmaterial vertreten sind. 


Die rémischen Zahlen bezeichnen die Abschnitte, die darauffolgenden arabischen 
sind Aufgabennummern. 


Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel: II 49, 50, 51, Kap. 2; 
III. 139—141; V 61. 

Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel von analytischen — 
Funktionen auf Kreislinien und in Kreisflachen: III 118, 119—122, 306—308, 
310; IV 64—66. (Vgl. auch Jensensche Formel.) 

Asymptotisches iiber Summen (Integrale) von Potenzen: II 82, 83, 195—201, 
212, 213. 

Bernoullische Zahlen: I 154, 155; VIII 182, 262. 

Besselsche Funktionen: I 97, 143; II 204; IV 73; V 159, 168. 


Binomialkoeffizienten, Asymptotisches tiber —: II 40, 51, 58, 190, 206. 
Formales iiber —: I, Kap. 1, §3. Zahlentheoretisches tiber —: VIII, Kap. 3, 
§§ 1—2. 


Cesaroscher Satz tiber Potenzreihen: I 85—97; II 31, 34, 65, 66, 168; III 246; 
IV 67, 70—75; VIII 72, 169—171. 

Distanzprodukte und Verwandtes: III 25, 137, 139—141, 143, 301; VI 66. 

Eulersche Konstante: II 18, 32, 42, 46; VIII 260. 

Exponentialreihe, Exponentialfunktion und die Zahl e: I 45, 62, 141, 149, 
154, 168—172; IL 1714, 244, 215; III 11, 116, 156, 195, 196, 209, 210, 214, 260, 
265; IV 41, 2, 13, 27, 188; V 42, 73, 74, 179; VIII 179, 180, 258, 259. 

b ‘ = 

Funktionen der Form {#() cosztdt: I 147; III 199, 205; V 164, 170—175. 

cA ; 

Gammafunktion: I 89, 155; IL 31, 35, 42, 65, 66, 117, 143; III] 151—154, 
198, 222, 227, 247; V 168—170. (Vgl. auch Eulersche Konstante und Stirlingsche 
Formel.) : 

GauBscher Satz tiber die Nullistellen der Ableitung: III 31—33, 35, 345; 
V 113, 114, 121, 124, 125—127, 134—136. + 

Harmonische Reihe und Verwandtes: I 124; II 5, 13, 18; III 41; VIII 250, 251. 

Jensensche Formel und Verwandtes: IT 52; III 119-121, 172—178, 230—233, 
240, 307; IV 32, 34. 

Konvexe Abbildung: III 108, 110, 141, 318; IV 162, 163. 

Kreisteilungspolynom: VIII 36, 98, 103, 104, 110, 226, 227. 

Legendresche und verwandte Polynome: II 191—194, 203; III 157, 219; 
V 58, 119, 120, 159; VI, §§41, 8—12. 
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Maximalglied einer Potenzreihe: I 117—123; III 11, 200; IV, Kap. 1; V 176, 180. 

Mittelwertsatze, Verallgemeinerungen und Analogien: II 120—122; III 142, 
492; V 92—100, 150; VI 59, OOS AD ve eh 

Partialprodukte von sinz, die damit zusammenhangende Interpolations- 
aufgabe und parallele Aufgaben: II 16, 17, 218—221; III 12, 13, 114—116, 220 
bis 222, 254, 255, 263—265. Ferner II 37, 38, 59, 217; III 43, 161; IV 174; 
WEST 5, 76: 

Sternférmige Abbildung: III 109—111, 317; IV 161. 

Stirlingsche Formel: I 155, 167; II 18, 65, 66, 202, 205, 206; III 263, 264; 
IV 50. ’ 
Umhiillende Reihen: I, Kap. 4, §1; V 72, 73, 163. 

Wabhrscheinlichkeitsintegral und GauBsche Fehlerkurve: I 152; II 40, 58, 59, 
290° 200>. 2098.) 212,217; LIT 43, 189; LV. 76, 189, 191; V 178. 

Ziffern in systematischen Briichen: I 16, 17; II 170, 178, 181, 184; VIII 172, 
173, 253, 257, 262. 


Berichtigungen zu Band I. 


Aufgabe I 134 (S. 24) ist folgendermaBen zu modifizieren (vgl. eine in der 
Math. Zeitschr. erscheinende Arbeit von W. Threlfall): Wenn von zwei zu- 
einander komplementaren Teilreihen einer bedingt konvergenten Reihe die eine 
gegen -too divergiert, so divergiert die andere gegen —oo. Vorausgesetzt, 
daB die eine Teilreihe nur Glieder eines Zeichens enthalt, kann man durch Um- 
ordnungen, die die beiden Teilreihen nur relativ zueinander verschieben, jede 
beliebige Reihensumme erzielen. 

Lésung I 134 (S. 179) ist folgendermaBen zu modifizieren: Die Glieder der 
divergenten Teilreihe ay, + a;, + ar,+--- seien alle =0O. Die komplementare 
Teilreihe as, + as, + as, + --- hat dann die Eigenschaft, daB zu jedem «, «>0, 
eine Zahl N gehort, derart, daB fir n> m>N 

Ogre ata See ta a4 + Gn <é 
ist. Das folgerde ist nahezu identisch mit dem tiblichen Beweis des von Rite- 
mann herriihrenden Satzes tiber die Wertanderung bedingt konvergenter Reihen 
[Knopp, S. 319]. 

Loésung III 257 (S. 316) ist hinzuzufiigen: Durch vollstandigere Ausniitzung 
von III 285 zeigt man die GleichmaBigkeit der Konvergenz zunachst in einer 
abgeschlossenen, in @ enthaltenen Kreisscheibe, deren Mittelpunkt der voraus- 
gesetzte Konvergenzpunkt ist. Mittels ,,dachziegelférmiger‘ Bedeckung durch 
Kreisscheiben wird der Beweis zu Ende gefihrt. 


II. Topics 


which are not completely brought into evidence by the arrangement of the 
problems, but which are represented by connected problem material. 
The Roman numerals denote sections, the following arabic numerals are problem 
numbers. 

Arithmetic, geometric, and harmonic mean: II 49, 50, 51, Ch. 2; Il 139-141; 
V 61. 

Arithmetic, geometric, and harmonic mean of analytic functions on the peri- 
meters and in the interiors of circles: III 118, 119-122, 306-308, 310; IV 64-66. 
(Cf. also Jensen’s formula.) 

Asymptotic properties of sums (integrals) of powers: II 82, 83, 195-201, 
AUR PANGS. 

Bernoulli numbers: I 154, 155; VIII 182, 262. 

Bessel functions: I 97, 143; II 204; IV 73; V 159, 168. 

Binomial coefficients, asymptotic properties: II 40, 51, 58, 190, 206. Formal 
properties: I, Ch. 1, § 3. Number theoretic properties VIII, Ch. 3, 

§§ 1-2. 

Cesaro’s theorem on power series: I 85-97; II 31, 34, 65, 66, 168; III 246; 
IV 67, 70-75; VIII 72, 169-171. 

Convex mapping: III 108, 110, 111, 318; [V 162, 163. 

Cyclotomic polynomial: VIII 36, 98, 103, 104, 110, 226, 227. 

Digits in systematic fractions: I 16, 17; II 170, 178, 181, 184; VIII 172, 173, 
ASS) VAS PAYS 

Distance products and related topics: III 25, 137, 139-141, 143, 301; VI 66. 

Enveloping series: I, Ch. 4, §1; V 72, 73, 163. 

Euler’s constant: II 18, 32, 42, 46; VIII 260. 

Exponential series, exponential function, and the number e: I 45, 62, 141, 
149, 151, 168-172; IL 171, 211, 215; I11 11, 116, 156, 195, 196,209; 210).214 2260 
265; IV 1, 2, 13, 27, 188; V 42, 73, 74, 179; VIII 179, 180, 258, 259. 

Functions of the form f(t) cosztdt: I 147; III 199, 205; V 164, 170-175. 

Gamma function: I 89, 155; II 31, 35, 42, 65, 66, 117, 143; III 151-154, 198, 
222, 247; V 168-170. (Cf. also Euler’s constant and Stirling’s formula.) 

Gauss’ theorem on the zeros of the derivative: III 31-33, 35, 315; V 113, 
114, 121, 124, 125-127, 134-136. 

Harmonic series and related topics: I 124; II 5, 13, 18; III 41; VIII 250, 251. 

Jensen’s formula and related topics: II 52, III 119-121, 172-178, 230-233, 240, 
307; IV 32, 34. 

Legendre’s and related pow orniane II 191-194, 203; III 157, 219; V 58, 119, 
120, 159; VI §§1, 8-12. 

Maximum term of a power series: I 117-123; IIT 11, 200; IV. Ch. 1; V 176, 
180. 

Mean value theorems, generalizations and analogies: II 120-122; III 142, 
192; V 92-100, 150; VI 59, 109; IX 2, 3. 

Partial products of sin z, the related interpolation problem, and parallel 
problems: II 16, 17, 218-221; III 12, 13, 114-116, 220-222, 254, 255, 263-265. 
Further IT 37, 38, 59, 217; III 43, 161; IV 174; VI 75, 76. 

Probability integral and.the Gauss error curve: I 152; II 40, 58, 59, 190, 200, 
201, 212, 217; III 43, 189; IV 76, 189, 191; V 178. 

Star-shaped mappings: III 109-111, 317; IV 161. 

Stirling’s formula: I 155, 167; II 18, 65, 66, 202, 205, 206; III 263, 264; IV 50. 
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Glossary — Index 


I. Explanations 


of the more important or less usual terms 
Numbers in plain type refer to pages of the first volume, numbers in italics 


to the second volume. 


Abbildung: mapping 94. 

Abgeleitetes System : derived system 62. 

Ableitung in bezug auf einen Punkt: 
derivative with respect to a point 61. 

Absolute-value surface: Betragflache 
110. 

Algebraische Differentialgleichung: al- 
gebraic differential equation 106. 

Algebraische Funktion 106. 

Algebraische Zahl: algebraic number 
148. 

Anzahlfunktion: counting function 67. 

Apolar 63. 

-Argument principle: Prinzip des Argu- 
ments 121. 

Ausserer Radius: outer radius 17. 


Begleitende Polynome: companion poly- 
nomials 71, 72. 


-Bernoullische Formel 101. 


Bernoullische Zahlen: Bernoulli num- 


bers 28. 


_ Besselsche Funktion 16, 79. 


Betragflache : absolute-value surface 
110. 
Binomialkoeffizient 5. 


- Briefmarkenaufgabe: stamp problem 


153. 
Bruttorang: gross rank 104. 
Biirmann-Lagrangesche Reihe: 
Burmann-Lagrange series 125. 


Capacity: Kapazitat 102. 

Cauchy-Riemannsche Differential- 
gleichung 94. 

Cauchysches Produkt 124. 

Cauchysche Ungleichung: Cauchy’s in- 
equality 54. 

Center of gravity of a mass distribu- 
tion: Schwerpunkt einer Massenbe- 
legung 89. 


Center of gravity of a polynomial: 
Schwerpunkt eines Polynoms 58. 

Center of gravity with respect to a 
point: Schwerpunkt in bezug auf 
einen Punkt 56. 

Central index: Zentralindex 21, 1. 

Change of sign: Zeichenwechsel, 
Zeichenanderung 37, 40. 

Circular convexity: Kreiskonvexitat 56. 

Circular domain: Kreisbereich 55. 

Companion polynomials: Begleitende 
Polynome 71, 72. 

Complementary subseries : Komplemen- 
tare Teilreihe 24. 

Condensation direction: Verdichtungs- 
richtung 93, 

Conformal center of gravity: Konfor- 
mer Schwerpunkt 110, 24. 

Conformal mapping: Konforme Abbil- 
dung 94. 

Conjugate (algebraic) number: Konju- 
gierte (algebraische) Zahl 149, 152. 

Convergence preserving transformation 
of series: Konvergenzerhaltende Rei- 
hentransformation 10, 91. 

Convergence value: Konvergenzwert 33. 

Convex (concave) function: Konvexe 
(konkave) Funktion 52. 

Cosine polynomial: Kosinuspolynom 76. 

Counting function: Anzahlfunktion 67. 

Cyclotomic polynomial: Kreisteilungs- 
polynom 123. 


Derivative with respect to a point: Ab-. 
leitung in bezug auf einen Punkt 61. 

Derived system: Abgeleitetes System 
62. 

Descartessche Zeichenregel: Descartes’ 
rule of signs 43, 52 

Diagonalpaar: diagonal pair 103. 

Differenzen, endliche: differences, finite 
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Dirichletsche Reihe: Dirichlet series 
WA toil, WZEE 

Dirichletsches Produkt 125. 

Divisor: Teiler 121, 150. 

Domain of integrity: Integritatsbereich 
149. 

Drehung: rotation 96. 


Eisensteinsche Bedingung: Eisenstein’s 
condition 139. 

Eisensteinscher Satz: Eisenstein’s 
theorem 139. 

Enveloping series: Umhiillende Reihe 
26. : 

Equidistribution: Gleichverteilung 70. 

Eulersche Funktion p (1) 75, 120, 124. 

Eulersche (oder Mascheronische) Kon- 
stante 197. 

Exponent of convergence: Konvergenz- 
exponent 19. 


Fareysche Reihe: Farey series 76. 

Fibonaccische Zahlen: Fibonacci num- 
bers 1/2. 

Field: Korper 150. 

Fouriersche Konstanten 65, 79. 

Fouriersche Reihe: Fourier series 79. 

Fundamental polynomials of interpola- 
tion: Grundpolynome der Interpola- 
tion 87. 


Gammafunktion T'(s) 41 

Ganze (algebraische Zahl) : integer (al- 
gebraic) 149. 

Ganzwertige Funktion: integral-valued 
function 134. 

Ganzwertiges Polynom: integral-valued 
polynomial 23, 132. 

Ganzzahlige Potenzreihe: power series 
with integral coefficients 138. 

Ganzzahliges Polynom: polynomial 
with integral coefficients 132. 

Geldwechselaufgabe: money-changing 
problem 153. 

Geschlecht einer ganzen Funktion: 
genus of an entire function 9. 

Gitterpunkt: lattice point.4, 119. 

Gleichverteilung: equidistribution 70. 

Gross rank: Bruttorang 104. 

Grosster gemeinsamer Teiler: greatest 
common divisor 127, 150. 

Grundpolynome der Interpolation: fun- 


damental polynomials of interpola- 
tiar: 27. 


Hadamardscher Dreikreisesatz: Hada- 
mard’s fhree circle theorem 143. 
Hankelsche Determinante 102 


Hermitesche Form 85. 

Hermitesche polynome 94. 

H—ganzzahlig: H—integral 145. 

Horizontalpaar : horizontal pair 103. 

Index (of a curve with respect to a 
point) : Windungszahl 120. 

Innerer Radius 16. 


‘Integer (algebraic) : Ganze (alge- 


braische Zahl) 149. 

Integral, eigentliches (Riemannsches) : 
integral, proper (Riemann) 34. 

Integral, uneigentliches: integral, im- 
proper 39. 

Integral-valued function: ganzwertige 
Funktion 134. 

Integral-valued polynomial: ganzwerti- 
ges Polynom 23, 132. 

Integritatsbereich: domain of integrity 
149. 

Irreduzibel 136, 155. 


Jacobische Polynome 93. 

Jensensche Formel 278. 

Jump of the central index ; Sprungstelle 
des Zentralindex 4. 


Kapazitat: capacity 102. 

Koebescher Verzerrungssatz: 
distortion theorem 27. 

Koebesches Bildgebiet : Koebe’s domain 
15. z 

Komplementare Teilreihe : complemen- 
tary subseries 24. 

Konforme Abbildung: conformal map- 
ping 94. 

Kenformer Schwerpunkt: 
center of gravity 110, 24 
Konjugierte (algebraische) Zahl: con- 
jugate (algebraic) number 149, 752. 
Konvergenzerhaltende Reihentransfor- 

mation: convergence preserving 
transformation of series 10, 91. 
Kkonvergenzexponent : exponent of con- 
vergence 19. 
Konvergenzwert : convergence value 33. 
Konvexe (konkave) Funktion: convex 
(concave) function 52. | 
Korper: field 750. 
Kosinuspolynom: cosine polynomial 76. 
Kraftlinien: lines of force 100. 
Kreisbereich: circular domain 55. 
Kreiskonvexitat: circular convexity 56. 
Kreisteilungspolynom : cyclotomic poly- 
nomial 123, 


Koebe’s 


conformal 


Lagrangesche Interpolationsformel 87. - 
Lagrangesche Reihe: Lagrange series 
V5. 


Laguerresche Polynome 94. 
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Lambertsche Reihe: Lambert series 
129, 

Langsam wachsende Funktion: slowly- 
increasing function 67. 

Laplacesche Gleichung: 
tion 100. 

Lattice point: Gitterpunkt 4, 719. 

Legendresches Polynom 91. 

Level curve: Niveaulinie 100. 

Lineare Abhangigkeit: linear depend- 
ence 106. 

Lines of force: Kraftlinien 100. 

Liouvillesches Symbol A(7) 124. 

Lower sum: Untersumme 3, 47. 


Laplace equa- 


Magnification ratio (linear, areal) : 
Vergrosserungsverhaltnis (lineares, 
flachenhaftes) 96. 

~Majorante: majorizing series 9. 

Mangoldtsches Symbol A(i) 124. 

Mapping: Abbildung 94. 

Maximalbetrag: maximum modulus 7. 

Maximalglied: maximum term 21, J. 

Maximum principle: Prinzip des Max- 
imums 111, 136. 

Mercatorsche Projektion 95. 

Minorante: minorizing series 9. 

Mittel (arithmetisches, geometrisches, 
harmonisches) einer Funktion: mean 

_of a function 44, 49, 50. 

Mittel (arithmetisches, geometrisches, 
harmonisches) von Zahlen: mean of 
numbers 49. 

Mittelbereich: mean region 59. 

Mobiussches Symbol #(i) 124. 

Moment einer Funktion 65, 50. 

Money-changing problem : Geldwechsel- 
aufgabe 153. 

Multiplikation von Reihen: multiplica- 
tion of series 

Cauchysche 124. 
Dirichletsche 125. 

Multiplikative zahlentheoretische Funk- 
tion: multiplicative number-theoretic 
function 126. 


Nettorang: net rank 104, 105. 

Nicht konvexe (nicht konkave) Funk- 
tion 52. 

Niveaulinie: level curve 100. 

Norm 152. 

Normierte Abbildungsfunktion: nor- 
malized mapping function 17. 

Nullstelle eines Polynoms: zero of a 
polynomial 87, 57. 

Nullstellenanzahl: number of zeros 2. 

Number of divisors r() : Teileranzahl 
t(n) 124 


Rr en ea cr niinnie a4 hlentheo-= 
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retische Funktion 123. 


Obersumme: upper sum 34, 47. 

Ordnung einer ganzen Funktion: order 
of an entire function 8. 

Orthogonale Funktionen 107, 91. 

Orthogonale Transformation 112. 

Oszillation 60. 

Outer radius: ausserer Radius 17. 


Part: Teil 120: 

Point of discontinuity of the central in- 
dex: Sprungstelle des Zentralindex 4. 

Polynomial with integral coefficients : 
ganzzahliges Polynom 132. 

Potential 100. 

Power series with integral coefficients : 
ganzzahlige Potenzreihe 138. 

Power series with rational coefficients : 
rationalzahlige Potenzreihe 138. 

Primitive Potenzreihe 142. 

Primteiler: prime divisor 134. 

Prinzip des Arguments: argument prin- 
ciple 121. 

Prinzip des Maximums: maximum 
principle 111, 136. nt 


Quasilineare Abhangigkeit: quasilinear 
dependence 106. 

Quellenfreies Vektorfeld: source-free 
vector field 99. 


Rationalzahlige Potenzreihe: power se- 
ries with rational coefficients 138. 
Reduzibel 136. ‘ 
Regulare Folge: regular sequence 68. 
Rekurrente Determinante 102. 
Relatively prime: teilerfremd 150. 
Rollescher Satz: Rolle’s theorem 39. 
Rotation: Drehung 96. 


Schlicht : verschiedenwertig, univalent 
97. 

Schlichte Funktion (Abbildung) : 
schlicht function (mapping) 97. 

Schlitz, Schlitzgebiet, slit, slit domain 
17. 

Schwankung, Funktion von beschrank- 
ter: variation, function of bounded 
194. 

Schwankung, totale: variation, total 194. 

Schwarzsche Ungleichung: Schwarz’s 
inequality 54. 

Schwerpunkt einer Massenbelegung: 
center of gravity of a mass distribu- 
tion 89. 

Schwerpunkt eines Polynoms: center of 
gravity of a polynomial 58. 

Schwerpunkt in bezug auf einen Punkt: 


412 


center of gravity with respect to a 
point 56. 
Sinuspolynom: sine polynomial 76. 
Slit, slit domain: Schlitz, Schlitzgebiet 
ile 
Slowly-increasing function: 
wachsende Funktion 67. 
Source-free vector field: quellenfreies 
Vektorfeld 99. 
Sprungstelle des Zentralindex: point of 
discontinuity of the central index 4. 
Stamp problem: Briefmarkenaufgabe 
IIS} 
Stereographische Projektion 95. 
Sternformig: star-shaped 105. 
Stirlingsche Formel 29, 79. 
Stromfunktion (Stromungspotential) : 
stream function 100. 
Stromlinien: stream lines 100. 
Stutzbene: supporting plane 164. 
Stutzfunktion: supporting function 
106, 164. 
Sttitzgerade: supporting line 106, 174. 
Subseries: Teilreihe 22. 
Sum of divisors o(n): Teilersumme 
o(n) 124. 


langsam 


Teil: part 120. 

Teiler: divisor 121, 150. 

Teileranzahl +(7) : number of divisors 
t(n) 124. 

Teilerfremd: relatively prime 150. 

Teilersumme o(7) : sum of divisors 
o(n) 124. 

Teilreihe : subseries 22. 

Toeplitzsche Form 115. 

Trigonometrisches Polynom 76. 

Tschebyscheffsche Polynome 75. 

Tschebyscheffscher Satz ber Primzah- 
len: Tschebyscheff’s theorem on 
prime numbers 1/59. 


Umhillende reihe: enveloping series 26. 


Univalent: schlicht, verschiedenwertig 
97. 

Untersumme: lower sum 34, 47. 

Upper sum: Obersumme 34, 47. 


Variation, function of bounded: 
Schwankung, Funktion von be- 
schrankter 194. 

Variation, total: 
194. 

Vektorfeld 93. 

Verdichtungsrichtung : condensation di- 
rection 93. |, : 

Vergrosserungsverhaltnis (lineares, 
flachenhaftes): magnification ratio 
(linear, areal) 96. 

Verschiedenwertig: univalent, schlicht 
97. 

Vertikalpaar: vertical pair 103. 

Vortex-free vector field: wirbelfreies 
Vektorfeld 99, 


Schwankung, totale 


Wagungsaufgabe: weighing problem — 
153. 

Wechselstelle: position of change of 
sign (in a sequence) 37. 

Weierstrasscher Approximationssatz 
65. : 

Windungszahl: index (of a curve with 
respect to a point) 120. / 

Wirbelfreies Vektorfeld: vortex-free 
vector field 99, 

Wronskische Determinante 113, 


Zahlentheoretische Funktion: number- 
theoretic function 123. 

Zeichenanderung: change of sign 40. 

Zeichenwechsel : change of sign 37. 

Zentralindex : central index 21, 1. 

Zero of a polynomial: Nullstelle eines 
Polynoms 87, 57. 

Zetafunktion ¢(s) 125. 
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